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前 言 


本 书 是 围绕 作者 多 年 来 的 研究 工作 写成 的 , 大 部 分 内 容 取材 于 作者 发 表 的 论 
X. 为 了 保持 本 书 的 系统 性 , 某 些 章节 也 介绍 了 国内 外 核心 期 刊 发 表 的 他 人 工作 . 

双 曲 守恒 律 是 偏 微分 方程 研究 领域 的 一 个 主要 分 支 . 大 量 问题 来 自 于 物理 、 化 
学 、 生 物 、 力 学 等 中 的 自然 现象 , 因而 对 双 曲 守恒 律 的 研究 具有 非常 强 的 应 用 背景 
和 理论 价值 . 

本 书 共 分 16 章 , 介绍 了 补偿 列 紧 方 法 在 单个 守恒 律 方程 和 一 些 双 曲 守恒 律 系 
统 中 的 应 用 . 主要 内 容 包 括 : 单个 守恒 律 方程 的 Lo 或 Ze 解 的 存在 性 ; 二 次 流 系 
统 、Le Roux 系统 、 等 烂 气体 动力 学 系统 、 一 维 网 拉 方 程 组 和 弹性 力学 系统 等 非 线 
性 双 曲 守恒 律 系统 的 Lo 解 的 存在 性 , 以 及 弹性 力学 系统 的 L? 解 的 存在 性 ; 双 曲 
守恒 律 系统 的 零 松 弛 现象 , 

本 书 除 少数 几 章 外 , 章 末 都 有 评注 , 介绍 正文 未 涉及 的 问题 或 有 关 问 题 的 最 新 
成 果 和 方法 , 以 及 正文 内 容 的 出 处 、 历 史 与 现状 . 

在 写作 过 程 中 , 杭州 师范 大 学 理学 院 的 领导 一 直 给 予 支持 与 帮助 , 第 二 作者 所 
在 单位 盐城 师范 学 院 的 领导 也 一 直 给 予 支持 与 帮助 , 在 此 深 表 谢意 . 

此 外 , 本 书 的 出 版 得 到 杭州 师范 大 学 海外 人 才 引 进 基 金 、 浙 江 省 千 人 计划 项 目 
的 资助 , 也 得 到 科学 出 版 社 的 大 力 支持 . 谨 此 致谢 . 

限于 作者 水 平 , 书 中 难免 存在 不 足 及 疏漏 之 处 , 恳请 读者 批评 指正 . 


陆 云 光 
杭州 师范 大 学 
成 志 新 
盐城 师范 学 院 
2011 年 9 月 2 日 
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第 1 章 & 论 


双 曲 守恒 律 系统 是 非常 重要 的 数学 模型 , 可 以 用 来 描述 许多 出 现 于 交通 流 、 流 
体力 学 、 弹 性 力学 、 气 体 动力 学 和 流体 动力 学 等 中 的 物理 现象 . BOR BL, MEY 
值 小 且 光 滑 , 非 线 性 双 曲 守恒 律 系统 的 柯 西 问题 也 不 存在 全 局 古典 解 , 这 意味 着 解 
通常 会 在 某 个 有 限时 刻 出 现 间 断 , 即 产生 激 波 . 因为 解 不 连续 而 不 能 在 古典 意义 下 
满足 方程 组 , 所 以 我 们 必须 研究 它 的 广义 解 ， 即 在 分 布 意义 下 满足 方程 组 的 函数 . 

考虑 具有 下 述 形式 的 拟 线性 偏 微分 方程 组 : 


ut f(u)2=0, (2,t)€RxR*, (1.0.1) 
其 中 , 向 量 函数 u = u(x,t) = (ur(z,t),--+ ,un(a,t))" 中 的 每 个 分 量 表示 守恒 物理 


量 的 密度 ，F(u) = (Alu), falu))? € C1(R";R") 为 流 函 数 . 通常 这 些 方程 组 称 
为 双 曲 守恒 律 , 假设 u 是 系统 (1.0.1) 带 可 测 初 人 


u(z,0) = uo(x) (1.0.2) 


的 柯 西 问题 的 古典 解 , 则 用 试验 函数 ye CLR x Rt) 乘 方程 组 (1.0.1) 并 在 Rx Rt 
上 分 部 积分 得 


i JE [ugt + f(u)óz]dzdt + E Uopdz = 0. (1.0.3) 


定义 1.0.1 #6 HH u(z,t) € L (R x R*;R") (1 < p < oo) 为 柯 西 问题 
(1.0.1)-(1.0.2) (uo(x) € L?(R;R")) 04M, toRFA (1.0.3) 对 任意 的 试验 函数 
$ ECHR x Rt) 成 立 . 

解 的 存在 性 问题 是 非 线 性 双 曲 守恒 律 系统 理论 中 的 一 个 重要 方面 ， 它 有 助 于 
检验 建立 的 数学 模型 是 否 合理 , 问题 是 否 适 定 等 . 为 了 得 到 所 给 双 曲 守恒 律 的 弱 解 
或 广义 解 , 一 个 标准 的 方法 是 在 方程 组 (1.0.1) 的 右边 加 上 小 的 抛物 扰动 项 eswzz， 
然后 考虑 


Ut + f(U)z = eatzz， (1.0.4) 


其 中 , e > 0 是 常数 , KARESA. 对 于 任意 给 定 的 = > 0, 可 由 下 述 关 于 一 般 拟 线 
性 抛物 型 方程 组 解 的 存在 性 及 其 性 质 的 定理 得 到 柯 西 问题 (1.0.4)-(1.0.2) 的 解 . 


.2. 第 1 章 绪论 


定理 1.0.1 (1) 设 初 值 wo(z) 有 界 可 测 ， 则 对 任意 给 定 的 > 0, 柯 西 问题 
(1.0.4)-(1.0.2) 存在 唯一 的 局 部 光滑 解 ue(z,i) € Cece(R x (0,7);R"), 其 中 > 0 只 
与 初 值 的 Zee 范 数 有 关 . 

(2) 若 解 we(z,t) 有 先 验 L~ 估计 us(z,blz=(Rxtom) < M(e,T), WM u(x,t) 
Æ Rx [0,T] 上 存在 唯一 . 

(3) 若 fj(0) = 0, 且 aim, ol) = 0, 则 解 u(x,t) 满足 


Įm ule, t)=0 对 te [0,T] 一 致 成 立 . (1.0.5) 
(4) 进一步 , SRR (1.0.2) 中 的 某 个 方程 具有 如 下 形式 : 
w + (wg(u))z = ewzz, (1.0.6) 
其 中 , 函数 g(u) e C(R"), 则 
w*(z,t) > clt,e,6) >0, 如 果 wo(x) > ô> 0. (1.0.7) 


其 中 , 6 为 正常 数 , 函数 c(t,e,6) 可 能 在 时 间 t 趋 于 无 穷 或 < 趋 于 零 时 趋 于 零 . 
=g? 
证 明 (1) 首先 运用 Green 核 Ge(z — y,t) = 让 oo 人 z2 } 把 柯 西 
问题 (1.0.4)-(1.0.2) 写成 与 其 等 价 的 积分 方程 


u(z, t) 二 人 G* (a — y, t)uo(y)dy 
+ [asf patna EE Day, 


然后 由 压缩 映像 原理 即 可 证 得 解 的 局 部 存在 性 . 

(2) 车 解 us(z,t) 有 先 验 L 估计 llus(z,blz=xliom) < M(e,T), 则 由 结论 
(1), 步 长 时 间 7 只 与 M(e,T) AX, 所 以 解 us(z,t) 可 逐步 延 拓 到 整个 [0,T] 上 . 

(3) 由 得 到 局 部 解 的 过 程 不 难看 出 解 的 性 质 (1.0.5). 

结论 (1)~(3) 的 详细 证 明 请 读者 参阅 专著 [1, 2].， 下 面 是 由 Bereux 和 Sain- 
saulieu 对 (1.0.7) 给 出 的 证 明 , 请 参阅 文献 [3, 4]. 

(4) $ v= nv, 则 可 把 方程 (1.0.6) 写成 如 下 形式 : 


ve + 9(u)vz + g(u)z = (vzz + v2), 


即 
2 
Ve = EVzz +E (v 一 aw) —9(u)z— (1.0.8) 
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方程 (1.0.8) 带 初 值 vo(z) = Inwo(z) 的 解 可 表示 为 


v(a,t) = i. ”Getz y, t)volu)dy 


+f ie (: e (v -se) == 一 oo G*(x£~y,t — s)dyds. 


由 于 
万 ce-eo =1, Je oe dyds = = (t>0), 
所 以 
v>mi+ f as f" tuy, tE 
-PUD G(s -y,t— s)dy 
>Iné — oft -2 C24 Cst = ~C(t,,8) > ~00. 
这 表明 w (x,t) 有 一 个 正 下 界 c(t,e,6), BI (1.0.7) 获 证 . 证 毕 . 口 


定理 1.0.1 中 得 到 的 解 称 为 恭 性 解 ， 若 已 经 得 到 一 列 黏 性 解 {u}, 并 且 {u} 
在 LP(1 <p< co) 中 关于 e 一 致 有 界 , 则 存在 其 子 列 {ur} 使 得 


u(x,t) > (È >) u(x,t) (e > 0); 
而 且 存在 子 列 {f(ws)} 使 得 
F(u(x,t)) 一 (或 >) Uz,t) (e > 0), 


如 果 f(w) 满足 适当 的 增长 性 条 件 . 今后 除非 特别 说 明 , 无 论 怎样 选取 {ut} 的 子 
列 , VARIN {u}. 若 


lz,t) = f(u(z,t)), ae. (z,t) € R x Rt, (1.0.9) 


则 在 (1.0.4) 中 令 = 一 0, 即 知 u(x,t) 是 柯 西 问题 (1.0.1)-(1.0.2) 的 一 个 弱 解 . 可 如 
何 得 到 非 线性 流 函 数 f(w) KF REET {u°} 的 弱 连 续 性 (1.0.9) 呢 ? 这 就 要 借 
助 于 补偿 列 紧 理论 . 
为 何 这 个 理论 称 为 “补偿 列 紧 "? 粗略 地 说 , 这 个 术语 源 于 下 面 的 事实 : 
车 一 列 函数 {wr(z,t)} 满足 


w*(z,t) + w(z,t) (1.0.10) 
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且 
(W°)? + (wf)? > w? + w 或 者 (w)? — (w)? > w? 一 ua， (1.0.11) 


则 一 般 来 说 , w* (a, t) 非 紧 ; 但 若 (1.0.11) 中 的 任 一 弱 紧 用 来 “补偿 ” 另 一 弱 紧 就 会 
得 到 w (x,t) 的 紧 性 . 事实 上 , 把 它们 相 加 就 有 (we)? 一 w, 这 与 (1.0.10) 相 结合 
就 蕴涵 着 w 的 紧 性 . 

本 书 主要 介绍 补偿 列 紧 方 法 在 单个 守恒 律 方程 和 一 些 由 两 个 或 三 个 方程 组 成 
的 特殊 系统 中 的 应 用 , 也 讨论 了 补偿 列 紧 方法 在 一 些 带 松 弛 扰动 的 物理 学 系统 中 的 
应 用 . 本 书 其 余 章节 的 内 容 安排 如 下 : 

第 2 章 介绍 补偿 列 紧 理论 中 的 几 个 重要 定理 , 如 Young 测度 表示 定理 、 二 阶 
行列 式 的 弱 连 续 性 定理 以 及 紧 嵌 入 定理 等 . 

第 3 章 讨论 标量 方程 带 LO 初 值 和 Le 初 值 的 柯 西 问题 , 并 且 对 标量 方程 Ze 
解 和 Lr 解 的 存在 性 给 出 一 个 没有 应 用 Young 测度 的 简化 证 明 . 

第 4 章 有 两 部 分 . 第 一 部 分 介绍 与 2 x 2 双 曲 守恒 律 系统 相关 的 一 些 基 本 概 
D, 如 严格 双 曲 、 真 正 非 线 性 、 线性 退化 、 REAR RNG MEE; 第 二 部 分 介 
绍 得 到 黏 性 解 的 LO 估计 的 一 个 框架 , 即 不 变 域 理论 . 

第 5 章 研究 一 个 特殊 的 对 称 双 曲 系统 . 该 系统 与 标量 方程 非常 相似 , 因为 它 的 
一 个 特征 场 总 是 线性 退化 , 尽管 另外 一 个 特征 场 真正 非 线 性 ， 这 个 系统 非常 有 趣 ， 
因为 沿 着 真正 非 线性 的 特征 场 不 需要 任何 正则 性 条 件 就 可 得 到 黏 性 解 序列 在 Ze 
空间 中 的 紧 性 , 但 沿 着 线性 退化 的 特征 场 必须 加 上 一 些 正则 性 条 件 (如 有 界 变 差 估 
Th) 以 确保 竺 性 解 序列 的 紧 性 . 

第 6 章 研究 一 个 特殊 的 二 次 流 系 统 . 该 系统 在 原点 非 严格 双 曲 , 两 个 特征 场 分 
SIZE u 的 正 、 负 半 轴 上 线性 退化 , SOD ATE 7 = 2 时 的 多 方 气体 动力 学 
RBG AT AAAI). 用 补偿 列 紧 方法 研究 这 个 系统 的 主要 困难 是 粹 - 炉 流 在 原点 奇 
异 . 通过 对 经 典 Fuchsian 方程 的 解 及 其 性 质 的 分 析 , 显 式 地 构造 了 二 次 流 系统 的 四 
族 Lax BURT, 并 且 得 到 了 关于 这 些 炳 的 必要 估计 . 

第 7 章 利用 第 6 章 给 出 的 方法 研究 Le Roux 系统 , 它 也 在 原点 非 严格 双 曲 , 但 
焙 方 程 和 绝热 指数 y = 5/3 WNBA SARS EA. 这 个 系统 是 典 
型 的 Temple 型 系统 , 其 两 个 特征 场 都 是 直线 . 

第 8 章 有 六 部 分 , 研究 最 具 代表 性 的 双 曲 守恒 律 系统 即 所 谓 的 等 焙 气 体 动力 
学 系统 . 第 一 部 分 至 第 三 部 分 讨论 7 > 1 时 的 多 方 气体 动力 学 系统 的 Ze。 RR; 第 
四 部 分 利用 前 面 建立 的 框架 研究 推广 的 河流 系统 ; 第 五 部 分 借助 解析 开拓 理论 结合 
补偿 列 紧 方法 证 明 等 温 气体 动力 学 系统 广义 解 的 存在 性 ; 第 六 部 分 对 一 般 的 等 炳 气 
体 动力 学 系统 作 了 一 些 研究 . 

第 9 章 有 三 部 分 .第 一 、 二 部 分 利用 第 6.7 章 中 的 方法 研究 两 个 特殊 的 一 
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维 欧 拉 方程 组 ， 就 光滑 解 而 言 ,它们 分 别 等 价 于 多 方 气体 动力 学 系统 y> 3 和 
7Y = 00 的 情形 . 第 三 部 分 应 用 补偿 列 紧 方 法 和 动力 学 公式 相 结合 的 思想 得 到 一 个 
经 典 的 欧 拉 方程 组 的 L> HR. AIRAS EH EDN ERA A 
RAR. 

第 10 章 讨论 一 般 的 一 维 可 压缩 流体 流 的 欧 拉 方程 组 . 这 个 更 为 一 般 的 系统 在 
真空 直线 p = 0 上 非 严格 双 曲 .应 用 补偿 列 紧 方法 处 理 这 个 系统 的 一 个 主要 困难 
BR AE Ln 1 HIE IH TAL IE BG I GA BE Th. 因为 文献 [5] 中 构造 严格 
双 曲 系统 的 Lax ARIAT TES BAR, 所 以 该 章 介 绍 具 有 特殊 形式 的 Lax 
Wi, 并 利用 二 阶 常 微分 方程 的 奇异 扰动 理论 成 功 地 得 到 关于 这 些 炳 的 必要 估计 , 然 
后 用 DiPerna 方法 来 研究 这 个 非 严格 双 曲 系统 . 

第 11 章 运 用 第 10 章 中 的 方法 讨论 一 般 弹 性 力学 系统 的 Ze。 R. 

第 12 章 介 绍 关 于 弹性 力学 系统 的 L?(1 < p < co) 弱 解 的 一 些 重要 结果 , 其 中 
包含 分 别 由 Lin 和 Shearer 给 出 的 关于 人 工 黏 性 解 和 物理 黏 性 解 的 紧 性 框架 , 还 讨 
论 后 一 紧 性 框架 在 通过 多 孔 介质 的 绝热 气体 流 系 统 中 的 应 用 . 然而 , 为 了 避免 烦琐 
的 数学 公式 , 本 书 没有 对 这 两 个 紧 性 框架 给 予 证 明 . 这 两 个 框架 非常 重要 , 是 研究 
第 16 章 中 由 三 个 方程 组 成 的 双 曲 系统 的 松弛 问题 的 基础 . 

第 13~16 章 介 绍 补偿 列 紧 方 法 在 松弛 问题 中 的 应 用 . 

第 13 章 介绍 松弛 奇 性 问题 的 一 般 刻画 . 

第 14 章 证 明 两 个 关于 一 般 的 带 刚性 松弛 和 控制 扩散 的 2 x 2 非 线 性 守恒 律 系 
统 之 奇异 极限 的 基本 定理 , 并 且 讨论 了 它们 在 一 些 重要 的 非 线性 双 曲 守恒 律 系统 中 
的 应 用 . 

第 15 章 介绍 关于 一 般 2 x 2 双 曲 守恒 律 系统 的 刚性 松弛 极限 的 一 个 框架 , 并 
据 此 研究 了 一 个 推广 的 交通 流 模型 . 

第 16 章 介绍 一 个 描述 化 学 反应 的 3 x 3 系统 的 刚性 松弛 极限 , 并 讨论 了 该 系 
统 的 一 个 特殊 情形 以 及 2n x 2n 色谱 学 双 曲 系统 的 纯 松弛 极限 . 
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补偿 列 紧 理 论 是 一 门 庞大 的 学 科 . 然而 , 直到 现在 , 它 在 双 曲 守恒 律 中 的 所 有 
应 用 都 与 本 章 给 出 的 定理 有 关 . 


2.1 Young 测度 表示 定理 


定理 2.1.1 (Young 测度 表示 定理 ) 设 NCR 为 开 集 ,am(z) :有 一 了 RS 是 一 
ITA HH, 则 存在 {u"(Z)} 的 子 列 {u™(x)} 和 一 族 正 测度 ve E€ M(R5)(a.e. ze 
N) 使 得 对 任意 的 Fe Co(RS) 有 
w*-lim f(u™) = (f(A), væ) = ie f(A)dve(A), (2.1.1) 
其 中 , 函数 空间 Co(R5) = { f(s) € C(RS) : aim, £(s) = 0}; M(RS) ARKH id; 
w*-lim 表示 L° 空间 中 的 弱 * 极限 . 进一步 , 若 u(x) 的 值 域 包含 在 CCR, 则 
SUPP Ve C G; Ž un(z) 的 L° 范 数 一 致 有 界 或 者 G ARS 中 的 紧 集 , M ve 是 概率 
测度 , 即 va 的 质量 为 1. 
证 明 B E= {jm} 为 Co(R5) 的 一 稠密 子 集 , 则 {fi(wu")} 在 2 中 有 界 , 从 
而 存在 {u"} 的 一 个 子 列 {u} 及 a(f1)(z) € Lee(2) 使 得 
w'-lim f1(u™) = a(f")(2); 
而 且 , {f2(u"*)} 也 在 2 中 有 界 , 因而 存在 fu" 和 的 一 个 子 列 {ume} 及 a(f?)(z) € 
L™(2) 使 得 
w*-lim 12(un) = a(f?)(@). 
这 个 过 程 一 直 进行 下 去 , 我 们 就 得 到 子 列 w Bal f™)(x) 使 得 
(1) {u} > {uê} >- D {uh} >, 并 且 
(2) 对 任意 给 定 的 m, w*-lim f(u"? P = a(f™)(z). 
抽取 对 角 线 子 列 , 令 {u}= {u}, 则 由 (2), 对 任意 给 定 的 正 整数 m 有 
w-limf™(u™)= a( f™)(x). (2.1.2) 
对 每 个 fm e E, 定义 L0) 上 的 有 界 泛 函 I(f™) 如 下 : 


Ug") y) = J: vats")de = lim f ¥fr(u)de, YW eLO). 
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对 任 一 给 定 的 J © Co(RS), 存在 (f) < 已 使 得 f = lim fi. 现在 证 明 下 述 极 
限 存在 并 把 之 记 为 IQ), 即 


UU) = jim, f vsude, we LO). (2.1.3) 
事实 上 , 对 任意 um uma 有 
|S vir) = seu” aa 
<| ff vr- fama] + | vire- peura jaa| 
+ | wre) — Fut ae 


<2If = f'lloollvllas + | f visu) = plums Jaz . (2.1.4) 


首先 选取 | 足够 大 使 得 (2.1.4) 右边 的 第 一 项 充分 小 , 而 由 (2.1.2), (2.1.4) 右边 
的 第 二 项 也 充分 小 , 只 要 nk, 和 nx 足够 大 . BAIER YEL N), { f wf(um jaa} 
R 
是 柯 西 列 , 即 (2.1.3) 成 立 . 因此 
(Ff), PI < WF lleolvli, Ve € L8). (2.1.5) 


这 说 明 I(f) 是 L (N) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 因而 由 Riesz 表示 定理 , 存在 a(J)(z) € 
L*(2) 使 得 
(IF), Y) = 人 a(f)wdz, Vy EL (N). (2.1.6) 


此 外 ， 


a(fi+f2)=a(fi)+a(f2), VfieCo(RS) (i = 1,2), 
a(kf)=ka(f), Yf eCo(RS), keR. 


不 失 一 般 性 , 假设 = e 9 都 是 函数 a(f) 的 勒 贝 格 点 , 则 对 任意 给 定 的 zo € 2,4 
v(x) = (meas B, (z£0))™’ XB, (20) 

其 中 , B,(wo) 是 以 zo 为 中 心 > 为 半径 的 球 ; xe (e) 是 Br(zo) 的 特征 函数 . 于 是 

由 (2.1.5)-(2.1.6), 有 


[ee Rd ,fae < lflle,: 
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È r > 0 即 得 |a(f)(zo)| < ||fllco- 又 因 alf) 关于 f RTE, 故 a(f)(wo) 是 Co(R5) 
上 的 有 界线 性 泛 函 . 因此 根据 Riesz 表示 定理 , 存在 ve, € M(RS) 使 得 


oD(eo) = (FA) vao) = ff Adee 
is 
再 由 zo 的 任意 性 得 
U), = 天 WFO) velde, Vee LQ), 


其 中 , ve € M(RS) (ae. re N). 至 此 等 式 (2.1.1) 获得 了 证 明 . 
注意 到 对 任意 正 函数 f e Co(RS) 有 


a(f)(z)= (F(A), væ) 20 (ae. xe 2), 


这 表明 ve (ae. re N) 是 正 测度 . 
E u"(z) 的 值 域 包含 在 G CRS 中 , 可 选取 f e Co(RS) 满足 supp fc RS 一 
{G}, 则 显然 有 
0= wr-lim f(u™) = 大 F(A)dve(A), 


这 表明 supp v C G. 
最 后 , 车 un(z) 的 Dee 范 数 一 致 有 界 或 G 是 RS 中 的 紧 集 , 令 /= 1, 则 由 
(2.1.1) 得 I de(A) = 1. 所 以 ve 的 质量 为 1, 即 ve 是 概率 测度 . 证 毕 . fa 


推论 2.1.1 ”如果 可 测 函 数列 {u"(x)} A LP _(R;R) (1< p< co) 中 一 致 有 
界 , 那么 存在 {u"(Z)} 的 子 列 {u™*(x)} 和 一 族 正 测度 ve € M(RS) (a.e. re RY) 
使 得 对 任意 有 界 可 测 集 4C RN 有 


w-lim f(u*) = (f(A), ve) =/ f(A)dv2(A), (2.1.7) 
RS 
其 中 , w-lim 表示 L(A) PH BAR, 函数 fe CRS) 满足 


dim yp =o (2.1.8) 
证 明 ”不 失 一 般 性 设 1 >0. > f” =0™F € Co(RS), 其 中 gm e Co(RS) 定义 
如 下 : 


1, [Al <m, 
on™ (A)= 4 l+m-|Al, m<|A|<m+l, 
0, [Al >m+1. 


2.1 Young 测度 表示 定理 ‘9. 


因为 对 任意 ye Ze(4) 有 
| [ar -f(s| < óli J Flu"(2))de 
A { 


2€A:|u"|>m} 
<loa E max HE, 
所 以 由 式 (2.1.8) 知 
lim, 人 of" (u")da = 人 4jlunjdz，4e L(A) (2.1.9) 


关于 n 一 致 成 立 . 
另 一 方面 , 根据 定理 2.1.1, 存在 {u"(x)} 的 子 列 fun*(z)} 和 一 族 正 测度 ve € 
M(RS) 使 得 对 任何 me N 有 


jim, 人 dm(uns)dz = 人 lA) vajde, Yé E L(A). (2.1.10) 

又 由 Levi 单调 收敛 定理 得 
in, f 60 Ohvajde= f OO) vaiz. (21.11) 
结合 式 (2.1.9)~(2.1.11) 即 得 等 式 (2.1.7). 证 毕 . o 


定理 2.1.2 ”车 对 几乎 所 有 的 2 E RN 有 推论 2.1.1 中 vs 的 支 集 是 独 点 集 , 则 
存在 子 列 {ue} LP (RN) 中 强 收 化 于 u; HEB, ve = Sula). 

证 明 ”因为 we 的 支 集 只 含 一 个 点 , 所 以 存在 函数 v(x) 使 ve = bye) (ae. 
ZE 有 RN). 由 于 1 <p < co, 因而 可 以 在 推论 2.1.1 PRR f(A) = 和 i=1,2,:… ,5 
得 到 

up = f(u™) > (f(A), Ye) = (Ai, Ye) = vi. 

由 弱 极 限 的 唯一 性 ,u = v. 

M1 <q <p 定义 (和) = JA, i= 1,2,… ,5, 则 由 推论 2.1.1, 对 任意 紧 集 
KCRA 


人 jup*|*dar > j 人 ,fi(Ndve (Nde 


=f lur*l?dz. 

K 

这 说 明 u™(x)llzego 一 lu(z)llzsto- 因为 L(K) (q > 1) 是 一 致 凸 的 Banach 空 

间 , 所 以 由 Radon 定理 , {u™*(x)} 在 Ze(K) (1 < q <p) 中 强 收敛 . 故 由 K 的 任意 

性 , {u} 在 LER) <q <p) 中 强 收敛 于 u. 口 
注意 到 LO(RY) C LR), 我 们 易 得 下 述 推论 . 
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推论 2.1.2 ”车 定理 2.1.1 中 {faur(z)} 的 Lo 范 数 一 致 有 界 且 vs 的 支 集 只 含 
一 个 点 , 则 {u} 几乎 处 处 收 化 于 u; 并 且 ve = bua) 


2.2 ”二 阶 行列 式 的 弱 连 续 性 定理 
定理 2.2.1 设 人 CRN 是 有 界 开 集 ,五 -1(D) 为 Hi) 的 对 偶 空 间 . 假设 


(Hı) Æ P(N) P, uf = (uf, u5) > u = (ur, Up); 
p N Out 
(Ha) Dang (i 二 12,…,g) 在 Hel P$. 
j=1 k=1 k 
BAKA Q = QA) (AER?) 满足 QA) > 0, 其 中 
p oN 
= h ERP : 3 E€ RN\{0} 使 得 2 2 awn 和 bk = 0, i=1,2, a) , (2.2.1) 
j=l k=1 
SADA ELF Qu") 一 1(! 可 能 为 一 测度 )， M 
1> Qlu). ane 


在 分 布 意义 下 成 立 
证 明 ”把 证 明 分 为 四 步 . 
1° 作 变 换 vf = uf — ui, W (H1) 和 (H2) 等 价 于 
(在 L(A) P, vf +0 (j =1,2,-+- ,p); 


ous ， -1 dis 
@) omen (= 1,2,---,q) Æ Ho 中 紧 . 
因为 Q 是 二 次 型 , 所 以 存在 双 线 性 函数 g(a,b) 使 得 Q(a) = qla, a), 因而 
Q(v*) = Qu — u) = Q(u*) — 2q(u®, u) + Q(u). 
由 于 当 b 固定 时 , g(a,b) KF a 线性 , 所 以 q(u®,u) 一 q(u,u) = Q(w)， 因 此 由 
Qu) 一 1 得 
Q(v*) >l- Q(u). 
2° & w = ov’, pE CH(2), MW supp w 为 RN 中 的 紧 集 , A 
ELR) P, wi = 0. (2.2.3) 
由 于 


= ano =I} age = > aijkvy 2. (2.2.4) 
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且 上 式 右 端的 第 一 项 在 及 -1(0) HR, 所 以 
Sain R HHO) 中 的 强 拓扑 紧 
jk me 


于 是 可 选取 其 子 列 使 得 
lim Donga =0 (È HN) 中 的 强 拓扑 )， (2.2.5) 
Q(w*) = 27 [I — Q(u)]. 
3° 为 了 证 得 (2.2.2), 只 需 证 明 
in 人 Q(w*)dx > 0, (2.2.6) 


这 是 因为 
tim f Q'az >04% /sl- Ql >0 
e0J2 n 


对 所 有 的 $e CO(N) 成 立 , 这 蕴涵 着 1 — Q(u) > 0. 
4° 定义 ws 的 Fourier 变换 


B = Flwf) = 人 „(e)a (2.2.7) 
现在 按 Hermitian 形式 把 Q 从 R 延 拓 到 C. 由 于 Q 是 二 次 型 , 所 以 可 设 
QA) = > GjkAjAR, 
jk 


其 中 , qjk = gj 为 实 系数 . 定义 
QA) = > ain 和 Mr. 
jk 


我 们 断言 
Re (Q(A)) 20, VAEA+IA. (2.2.8) 


事实 上 , 若 入 = Ai tid (Ar, A2 € A), 则 
QA) = [Q(1) + Q(2)] + far, A2) — a(z, 和)]. 


这 蕴涵 着 (2.2.8). 
应 用 Plancherel 恒等式 
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/ v(z)ū(z)dz = Í B(E)w(E)de, 
IRN RN 
其 中 , v, we (RY) 为 复 值 函数 , 有 
[ana | G= {Re Gn). 


所 以 式 (2.2.6) 等 价 于 
tim /re GEE >0. (2.2.9) 
< 一 0 JRN 


因为 supp ws 包含 于 紧 集 S= supp 由 所 以 由 式 (2.2.7) 得 
W (E) = f w(x) Ead, 
FÆ eee) e 17(5) 及 (2.2.3) 可 推出 
lim w3(€)=0 (VEER), 且 | 厂 (low < M. (2.2.10) 
因此 丰 在 区.(RN) 中 强 收敛 于 0, 从 而 
lim Ja Q(we)dé =0, Yr>0. (2.2.11) 
对 (2.2.5) 作 Fourier 变换 有 
TH DY ait} (E)E 在 L(RY) PRAF 0, i=1,2,,g. (2.2.12) 
jk 


利用 下 述 引 理 即 可 完成 定理 2.2.1 的 证 明 . 
引 理 2.2.1 车 对 任意 的 入 E 人 有 QA) > 0, 则 任 给 a > 0, 存在 常数 Ca > 0 
使 得 


2 


Re Q(A) > -alA? — Ca £ 


i=1 


> Qijk Xj 


jk 


SHEE ACC? A |n|=1H NERY 成 立 . 
事实 上 , 由 结论 (2.2.12) 知 ae 在 L2({jé| > 1}) 中 强 收敛 , 且 
jk 


iim j g anise (O& = (2.2.13) 


在 引 理 2.2.1 中 , 取 入 = (E), n = E/lé|, 则 
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2 


Y aije (E)Ek/lEl 


jk 


Re Q(w(€)) > -al 三 (PP 一 ay 


i=1 


从 而 在 | > 1 上 积分 得 
Oa (@)Pae 
人 >1 élz1 


2 
D an EEE a£. 


q 
-c.f 
本 > oe 


于 是 由 式 (2.2.10) 及 (2.2.13) 可 推出 


lim J, Re Q(w*(€))dg > -aM 


20 Jlél> 


对 充分 小 的 a > 0 成 立 . 因此 
lim J Pe Q(w* (€))dg > 0. 
€0 J |g|> 

这 与 (2.2.11) 相 结合 即 得 (2.2.9), 从 而 得 到 不 等 式 (2.2.6). 证 毕 . 

引 理 2.2.1 的 证 明 ”用 反 证 法 . 假设 存在 a > 0 满足 : 对 任何 Ca = n, ie 

|A| =1 AA" EC? R |n"|=1 Wn RY 使 得 

2 

> ain djing . 

jk 


选取 子 列 {X"}，{m"} 使 得 和 "一 A”, n” 一 n, 则 由 式 (2.2.14) 得 


2 
D ait The 


i=1| 5k 


Re Q(A") < —alA"/? 一 oo 


i=l 


(2.2.14) 


Cc 
<-, 
n 


其 中 , C > 0 为 常数 . 于 是 令 n 一 co 即 得 


Sain Aen =0, i=1,2,-,q 
jk 
因此 A” e atin, 从 而 由 式 (2.2.8) 得 Re Q(A~) > 0. 然而 由 式 (2.2.14) 可 直接 
得 到 
Re Q(A*) = lim Re Q(A") < -a<0. 
这 不 可 能 . 证 毕 . 口 


-14- 第 2 章 补偿 列 紧 理论 


推论 2.2.1 设 二 次 型 Q 满足 QI^( 和 ) = 0, {ue} 满足 (Hı) 和 (H). SAD 
布 意义 下 Qu) 一 1 (L 可 能 为 一 测度 ), 则 l= Q@(w)- 

证 明 ”一 方面 由 定理 2.2.1 得 ! > Qu); 另 一 方面 由 -RR Q 即 得 -1 > 
-Q(u), 所 以 1= Q(u). 口 

定理 2.2.2 (二 阶 行列 式 的 弱 连 续 性 定理 ) 设 2 CRRxRR+ 为 有 界 开 集 , us : 
NR 为 可 测 函 数 . 如 果 us 在 LRR) PRKAF u, 并 且 


Oui us bu bus zi 
ate atte # HR) 中 紧 ， (2.2.15) 
那么 在 分 布 意 义 下 ， 
ui ug] | ue (2.2.16) 
us us us ua | “ 


证 明 ”由 条 件 (2.2.15), 相应 于 由 式 (2.2.1) 定义 的 集合 人 中 的 任何 点 Ac RA 
应 具有 性 质 : 


存在 € € R x R*\{0} 使 得 和 1 + A262 =0, A31 + Aske = 0, 
即 
A= {A E€ RÎ :NM — MN = 0}. 


令 Q(A) = Aida = Adds, 则 显然 有 QA) = 0 对 任何 A c A 成 立 . 因此 由 推论 2.2.1 
即 得 式 (2.2.16). 证 毕 . o 
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本 节 主 要 介绍 一 个 紧 嵌 入 定理 , CMF Murat 引 理 或 专著 [6] 中 的 一 个 插值 不 
等 式 . 

首先 不 加 证 明 地 氢 述 一 个 引 理 . 

引 理 2.3.1 设 Q CRN 为 有 界 开 集 , f € W-1(2) (1 <p < oo), suppf 
CCR. Fu 是 边 值 问题 


—-Au=f, zen, 
u=0, rean 
的 解 , 则 
ullwazto) < Clif llw- 


其 中 , C > 0 是 与 了 无 关 的 常数 . 
这 个 引 理 可 应 用 椭圆 型 方程 的 L? 理论 得 到 证 明 , 请 参阅 文献 [7]. 
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+15. 


定理 2.3.1 ANCR 为 有 界 开 集 ,C AWe (A) 中 的 紧 集 ,如 在 Woe (A) 
PAR, 其 中 常数 g, pr 满足 1<g<p<r<oo. w$ DC DN) 为 CNB HF 


K, 那么 存在 Wisu"”(0) PER ERE DCE. 
证 明 RBA {f} CD c Cn B, 则 存在 其 子 列 (f) 使 得 


lfilwarrcg) SM, Ifi- filwr 一 0 (ij > oo), 


其 中 , 常数 M > 0 与 i 无 关 . 


(2.3.1) 


对 任意 2, CC N, 选取 $e C> (28) 使 得 dlo, =1, HEX A= fi W A A 


supp fi CC 2 H fila, = file- 
现在 令 ui 为 边 值 问题 


—Au=fi, zen, 
u = 0, zean 


的 解 , 则 
luillwiecn) < CllAillw-12¢a), luillwrcg) < Cfillw-.r en): 
由 (2.3.1), (2.3.2) 得 


lui — uyllwiecay < CH — Fillw-racn) 


SCIS- Silwi 一 0 (ij > o0). 


对 ui 一 ww 应 用 插值 不 等 式 


Wollwecary < loli > lollo 
l-a 


其 中 , ae (0]] 满足 上 = Ia + ,有 
了 q 


T 


llu: — uyllwr.e¢ay < llu: — uj lweecay -lui = Uslliya.e¢2y 


<Cillus = uliye 一 0 (ij > 00). 


因此 
lfi- Sillw—2(a,) 
=sup {I(fi— f5,9)|: Ibllyaecay < L supp d CM} 
<sup {I(fi — fj o)l : lolai» < 1} 
=|fi at Fillw-.»(a) 
= 由 Au — Au;llw-1.9(2) 


<|lui-ujllwie(a) 一 0 (i,j > 00), 


(2.3.2) 
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其 中 , p 为 p MSRM, 即 ty = 1. 这 表明 D 是 Wo)? (0) 中 的 紧 集 . 证 毕 口 
引 理 2.3.2 i 人 CRN AF Lipschitz 边界 Ol 的 有 界 区 域 , 则 任 给 充分 小 
的 n>0 及 常数 1<p <q < o, Æ Y EDN) 使 得 


Ia- Welw <el Ye EWE). (2.3.3) 


证 明 ”我 们 分 四 步 证 之 . 
(1) 单位 划分 . 因为 2 CR 为 带 Lipschitz 边界 80 的 有 界 区域 , 所 以 存在 2 
的 开 和 覆盖 go, B1,… , Bm 使 得 


PNan=g, BiNon #9 (Lj <m), 


且 对 1 < j < m, 存在 开 球 Bj C RN 及 双 Lipschitz 映射 Tj : B; 一 Bi 使 得 
By ORY =T(B;N 9). 

W aj = BNL, Ay = BjnRY, 1<j<m. 设 do, Öm WAR FI 
bo,B1,… Bm 的 单位 划分 , 即 


BED(B), B20 0<i<m, D6=1 (zen). 
i=0 


(2) 构造 函数 y 使 得 supp yw" Cc 2. 
对 任意 j (1 < j <m) 及 足够 小 的 > 0, 定义 A; 上 的 函数 97 如 下 


0, 0< zn < ñ/2, 
1 ñ m * 

= q(w-3): 9/2 < an <ñ, 
1, ÎS ZN. 


B" = So + Y (0) 03) 4}, 
WU 如 Lipschitz 连续 且 supp ý” cc N. 
(3) 我 们 断言 : 任 给 7 > 0, 存在 函数 y EDN) 及 只 依赖 于 N 的 常数 Cy 使 
得 对 任何 pe WET (oO) 与 1< 允 <%% < +o H 


lw" = Delw» < Crille: (23.4) 


设 s 由 等 式 方 + 一方 确定 , 则 < s< +o 任 给 5 > 0, 存在 函数 


23 KA GH 


如 ED(O) 使 得 
|W" — Plwm < 
根据 Holder 不 等 式 , 对 任何 p e WE (0) 有 

1 — Palro < lw" — Pleo o 

-n Op 

Ph 
le Y or, tin 

ay" -= 4") 
| Oz; Al. 


于 是 对 任何 pe Wi" (0) 有 
No" = Pela’ ay 
a ô 
En (10 - Pelien + £ je -pe 
a(w" — 4") 
o) 


<an + 1)Cwllw" 一 Vr llwaecayllPllwa’ cay: 
由 式 (2.3.5), (2.3.6) 即 得 式 (2.3.4). 


Lr'(n) 


<I- Tlic ll py B= L2 


< lw" — "lwir lle (my B= U2 
2) 


(2.3.5) 


(2.3.6) 


(4) 证 明 : 任 给 7 > 0, 存在 常数 Co > 0 使 得 对 任何 we Wo" (0) 有 


I Bly ga) < Cat lelima 
o” (2) 0" (2) 


(2.3.7) 


由 于 1-9 = S200 — 67 oTa, 所 以 只 需 证 明 对 任意 1 < j < m, 存在 常数 


j=l 


C > 0 使 得 对 任何 pe WE" (2) 有 


(1 = 87 oT) ply < CT 


lallwa 
为 简单 起 见 , 略 去 下 标 j. 对 任何 p ewe 有 
| 


(1-6 oT) gplwwe, 


ny w+ Do e-rne aea 


Ork 
ol): 
Le’ 


2 MoT) g 


LP’ (a) 


(2.3.8) 


(2.3.9) 
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因为 映射 :a = Bn9 一 A= BNRY ER Lipschitz 的 , 所 以 进行 积分 换 元 得 


(1-87 oT) Pel ca) 


, s lw 
=-(/ [1-07 o TP | Sol de) 
上 


> 1/p' 
= ( [i= PP IBe) op" aetra) 
<M- Pral Bp) 0 Trea Jacl) ays 


其 中 , Jac(T-1) 表示 映射 T! 的 雅 可 比 行列 式 . 
4 AM ={xEA|0<2y <ñ}, W 


I1- 6" || za) < Mlleecan) = (meas A”)? < Can’, 
因而 
|| - 6" oT) Sellia) < < Cañ™"Cr| Pelle (a) < CH lello (2.3.10) 
类 似 地 , 对 任何 1<k<N 有 


adp) -1/5 nel 
1-67 0T)——— <Can’ Cr 
| ) Ozk lira) Ozk iva) 
< CT /lplwae (ay (2.3.11) 
其 中 , 常数 C > 0 只 依赖 于 Ti A 和 5. 
最 后 , 因为 0? 只 与 zx HK, 所 以 
O(07 0T) _ 80 | Tw 
Orn OrN Brzw， 
而 在 A” 的 外 部 ， £ =0. 于 是 根据 Hölder 不 等 式 , 由 换 元 积分 法 得 
| ao rs 
Ory ba ae 
/Pp 
= 00 (8Tn oT-!1. i -1 j 
(LE (E)r eor Jaa) 
oe" oT 一 oT- 1) 1/P" 
Sorel cn Ea oP POC a 


从 bn 的 定义 可 知 
O07 
ory 


< 2 (meas AY? < Žo”. 
Ls(A) 7 
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注意 到 对 任何 ge We (A) 有 
iolra < 
所 以 令 9 = (Dp) o T- 即 可 推出 
Ce) oT II eercany 
一 1 
snd, ote Le (A) ar L(A) 
N 
<aCr >> arel ias 


l=1 


因此 对 任何 1<k<N 有 


a(o" oT) 2 an -© lade) 
— < CA /Cr = 
| orn Lr'(a) 7 Ox, Le'(a) 
< CH" Pll wa’ cay (2.3.12) 


结合 式 (2.3.9)~(2.3.12) 即 得 式 (2.3.8), 从 而 得 到 式 (2.3.7). 再 由 式 (2.3.4) 即 可 证 
得 式 (2.3.3). 证 毕 . 口 


定理 2.3.2 (Murat 定理 ) 设 人 CRN 是 开 区 域 , 1 < p< 二 00， ats =1. # 


p 
{f }e>0 满足 
在 W-17(0) 中 , fo > f? (ce 一 0)， (2.3.13) 


且 在 分 布 意义 下 f° > 0, (2.3.14) 
BP (SF, p) <0 (Yp E€ D(R), p > 0), W 
Æ Wal) P, >f (>00), Y1<q<p (2.3.15) 
进一步 , FQ AF Lipschitz WR ON 的 有 界 开 区 域 , 则 
在 机 -19(0) P, fe +f? (€40), Vi<g<p. (2.3.16) 


证 明 ”把 证 明 分 为 五 步 . 
(1) 我 们 断言 : 对 任意 K cc 0, 存在 常数 Cr > 0 使 得 


KEPI < Crllplz=toy (Ve € D(Q), supp pc K). (2.3.17) 
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事实 上 , 对 任意 K CC R, 可 选取 非 负 函数 Bk EDN), 使 得 在 K 上 Bk =1. 
于 是 对 任何 weD(P), supp y CK A 


—IlPllz-2(2) Px (2) < p(z) < lellz=do)sk(z)， 


即 
9(z) 二 ellz=(osk(z) >0，ellz=tomk(z) 一 2(z) > 0. 


由 假设 (2.3.14) 得 
(Fp + leler) <0, (f5, lelro Žr- p) <0. (2.3.18) 
因为 {fr*}e>o 在 WA) PREA, 所 以 {f} EW) 中 有 界 , 从 而 由 
式 (2.3.18) 推出 
KEPI < (f°, Sx)Ilellz-(ay < Crllellz=(o) 


(2) HO € D(2) 和 有 界 区 域 2' c 2 满足 supp $C 2. HQ 有 界 就 取 
A = A, 则 根据 假设 (2.3.13), (2.3.14), 由 式 (2.3.17) 得 


在 W-1?(9) 中 , BF > OF? (一 0) (2.3.19) 
并 且 对 任何 PseD(2), p>0 有 
KASE 9) < Mlole), (2.3.20) 


其 中 , 常数 M > 0 与 p ER. 
记 CM) = {$e C(M) : 9(z) =0, Va € IN}, W CoM) BAEK || |- 
构成 Banach 空间 . 于 是 由 式 (2.3.20) 得 
DSE 在 (COTY PHF, (2.3.21) 
其 中 , (Coy 为 Co( A") MISE EAE fA. 
(3) 由 Sobolev 嵌入 定理 , 嵌入 Wo” (2') —> Co) (Vr > N) 是 紧 的 , 从 而 由 


对 偶 性 原理 , HA (COPY 一 wo (1< =< gE 1) 也 是 紧 的 


因此 从 式 (2.3.21) 可 推出 : 对 任何 <r! < 二- 有 


w-ir (a) 中 , OF pf (一 0). (2.3.22) 
0 


(4) 根据 经 典 的 插值 定理 , 对 任何 0 < 9 < 1, 1 < po pi < oo, 121,2 
$ 


有 
(Wer), wm (RN)), = WR"). 
,9 


评 È -21- 


特别 地 , 若 PE WRX) NW (RY), W pe WIRY) H 


lellw-reæn) < Cll roam loli- y= (2.3.23) 


Bm =p pr = (1<r < g) 并 且 把 oye 自然 地 延 拓 到 整个 RY 上 , 即 


在 2! 的 外 部 , 令 OF = 0, 则 由 式 (2.3.23), MER 1< g< pA 
IPF — Bf wepy) 
SCIES- SPU irog OF 一 Ely- (RN) 


因此 由 式 (2.3.19) 和 (2.3.22) 即 得 式 (2.3.15). 
(5) 对 任意 足够 小 的 9 > 0 , 应 用 引 理 2.3.2, 存在 如 < D(0) 满足 不 等 式 (2.3.3) 
H (1 一 如 )f* e WR). 于 是 对 任何 pe D(Q) 有 


KA -= vo") FF, =F (1 — "oI 
SI lw- lA — Helwa cay 
Sf lw- llel co q >p, 
Bp 
IE =") flw- < nlf lw- 
固定 7 > 0, HA (2.3.15) 得 
Ewon) 中 ， YT fe + yf. 
另 一 方面 , 我 们 有 分 解 
f=Q-v sf +e, f=- He. 
因此 令 n — 0 BN (2.3.16). 这 就 完成 了 定理 2.3.2 的 证 明 . 口 
评 注 
Young 测度 表示 定理 的 证 明 选 自 文献 [8], 该 定理 由 Tartar!) 发 展 成 为 分 析 非 
线性 偏 微分 方程 的 工具 . 二 阶 行列 式 的 弱 连 续 性 定理 也 称 为 Div-Curl 引 理 , 它 是 
补偿 列 紧 理论 的 原型 , 其 重要 性 可 见 一 斑 . 定理 2.3.1 选 自 文献 [10]; 定理 2.3.2 HE 
Á Murat 的 法 语 论文 [11]. 有 必要 指出 , 定理 2.3.2 和 本 书 的 内 容 是 相互 独立 的 , 读 


者 可 以 忽略 其 中 任何 细节 . 我 们 之 所 以 把 它 编 入 本 书 , 是 因为 它 曾 被 本 领域 的 一 些 
科研 论文 (如 [12, 13]) 引用 . 


第 3 章 标量 方程 


本 章 讨论 标量 守 便 律 的 柯 西 问题 . 对 单个 守恒 律 方程 的 研究 已 有 很 久 的 历史 ， 
并 且 这 类 方程 广义 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 已 得 到 很 好 的 研究 , 请 参看 [5, 14~16] 
或 专著 [2] 中 相关 的 参考 文献 、Tartarl9 最 先 把 补偿 列 紧 理论 应 用 于 标量 方程 这 一 
双 曲 守恒 律 中 最 简单 的 模型 , 开创 了 用 补偿 列 紧 方法 研究 双 曲 守恒 律 广义 解 的 存在 
性 的 先河 ,他 在 文献 [9] 中 借助 于 Kruzkov 炳 导出 了 单个 守恒 律 方程 的 ee 解 及 
LP 解 的 存在 性 , 而 我 们 将 通过 构造 两 族 特 殊 形式 的 粹 - 粹 流 对 之 给 出 一 个 简洁 的 
证 明 . 


3.1 Le Ñ f 


本 节 将 对 下 述 标量 守恒 律 的 柯 西 问题 : 
{ tu + f(u) =0, 
u(a,0) = uo(x) 
LO 解 的 存在 性 给 出 一 个 非常 简洁 的 证 明 , 其 中 实 值 函数 f(u) 二 阶 连 续 可 微 , 初 值 
uo(z) 有 界 可 测 . 
定理 3.1.1 设 人 CRxR 民 + 为 有 界 开 集 , 函数 列 we :0 一 及 满足 


(3.1.1) 


w'-limuf =u, w*-lim f(u‘) =v, (3.1.2) 
RP, f € C2(-luo(zjllz=,luo(z)llz=) 如 果 
T(t 十 qi(w)z (= 1,2) 在 本 se(2) P$, (3.1.3) 
其 中 
(m0) 0) =(0 — 100) = $18) (3.1.4) 
(rm(0), 2(6)) = (£(0) - S), f F(s)ds), (3.1.5) 
大 为 任意 常数 , 那么 


(1) v= f(u) 几乎 处 处 成 立 , 并 且 
(2) ut =u (e > 0), 如果 


meas {u : f”(u) = 0} =0. (3.1.6) 
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证 明 ”利用 (9.1.3) 和 一 阶 行列 式 的 弱 连 续 性 定理 , 有 
o me at) |nan He) 
wet aut) eel late) vel Bam 
这 里 上 划 线 表示 弱 * 极限 , 如 
Nu) = w*-limn(u®), q(u®) = w*-limg(u*). 
然而 
| Ee f “Peas - UTTO, (3.1.8) 
mr) alu’) 有 
以 及 
m(u) ql(u’) 
na(u®) ga(us) 
Set-u) Fas- AU) ~ Feu)? 
w n2 e_ “n 
+(u—k) [ f?(s)de + (uf — k) f f?(s)ds 
=(F(u) — F(R)? = 20 Flu’) = FU) — FH). (3.1.9) 


因此 , 根据 式 (3.1.7)~(3.1.9), 存在 一 个 零 测 集 A, 使 得 对 任何 (x,t) E 2- a 有 


Qe f" Pods- G0) - F009)? 
zpi 7 mi/ 
+(u—k) f f%(s)ds + UK) [ f(s)ds 
u) = FE) — 217) Ff u) — FE) 
=E f ods- TE) TO? 
k 
=w=E[ peds- FETO? 
k 


Tilu) — F)? — 2AF) — FONU) — F). 


(3.1.10) 
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因为 
=F raf f%(s)ds= CaF wal” f?(s)ds + (u— k) 广 f(s)ds 
= wae Ja(sjds 
=u-H[ " p2%s)ds +a SE [fas 
所 以 由 式 (3.1.10) 和 (3.1.11) 得 


(u-u) f £?(s)ds — [f(u®) — f(u)]? + [F — FU? = 0. 
由 于 式 (3.1.14) 左 端的 两 项 都 非 负 , 因而 我 们 有 


(uu) f" Pods- Ute) = su)? =0, 
以 及 
FETTO =o. 
由 式 (3.1.14) 即 得 v = f(u). 而 式 蕴涵 着 


Jim Jo [e -u) [ j f?(s)ds — (f(u®) 一 sor] dzdt = 0, 
从 而 
i A i? e 2 A 
is i eae [e -u) J f°?(s)ds — (flut) — f(u)) | dzdt = 
因为 
0 
a G Pd = (50) - 10) = [ I'O) = F'(s)F2as, 
所 以 若 f"(u) #0 (a.e. u € R), 则 
oan [« E of £(s)ds — (f(u*) — f(u)) sw] dzdt 


>Cameas{P2(u — u > a)}, 


J [e =u) f" OPa- e) - sw] dzdt 
Daca) à 


>Cameas {N(uă® — u < —a)} 


(3.1.11) 


(3.1.12) 


(3.1.13) 


(3.1.14) 
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对 某 个 与 < 无 关 的 正常 数 Ca 成 立 . 因此 , 对 任意 给 定 的 常数 > 0 有 
lim meas { 2(|u* —u|>a)}=0. 


这 表明 {ue} 依 测 度 收敛 于 u, 从 而 存在 其 子 列 几乎 处 处 收敛 于 u. 证 毕 . 口 
定理 3.1.2 # u(r) € L”, f € C2(-|uo(z)llz= ,juo(z)lz=)， 则 由 下 述 
方程 : 
uf + f(u"): = euss (3.1.15) 
带 有 界 可 测 初 什 
u®(x,0) = uo(x) (3.1.16) 
WPA RAO — Ah ZAHEER S| {u°} 满足 紧 性 条 件 (3.1.3). 
证 明 ”因为 初 值 wo(z) 在 L” 空间 中 有 界 , 所 以 由 关于 抛物 型 方程 的 经 典 的 
极 值 原理 , BERE ut AAE LO 界 估计 


lues(z,blz= < lo(z)llz=， (3.1.17) 


这 就 蕴涵 着 u 的 全 局 存在 性 . 
KK CRxRt 为 任 一 紧 集 , 选取 函数 $e CSe (及 xR+) HA dx =10<¢<1. 
用 wry RAFE (3.1.15) 并 在 R x Rt 上 积分 得 


ef f Podrat 
z I 7 J. 2 jera + (erw - f “ fl shds) 6. 


+5 elo Poe] dzdt < M(¢), 


从 而 
elu)? 在 LL.(R x Rt) PHF. (3.1.18) 


IHEMI n(u) € C?(R) 可 从 方程 (3.1.15) 推出 
nlu) + q(u®)2 = en(u®)ex — en" (u®)(us)? = h + h, (3.1.19) 


其 中 , q 是 相应 于 7 AE. 由 结论 (3.1.18) BIL h 在 LL (RxR*) PAR, 因而 由 

专著 [17] 中 第 10 章 的 Schauder 定理 知 Ip 对 某 个 指数 we (1,2) 在 Wisl*(RxR+) 

中 紧 ; 显然 五 在 Hal(R x Rt) 中 紧 . 又 因 式 (3.1.19) 的 左 端 在 Ta PR x R+) 中 

AFR, 故 由 嵌入 定理 即 可 完成 本 定理 的 证 明 . 口 
结合 定理 3.1.1 和 定理 3.1.2, 就 得 到 本 节 的 主要 定理 : 
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定理 3.1.3 iğ uo(z) € L®, f € C?(—|luo(z)||z~, ,lluo(z)llz=)， 则 柯 西 问题 
(3.1.1) AHM ue LO. 进一步 , 若 f(u) 满足 (3.1.6), 则 弱 解 也 是 Lax 意义 下 
CET E 二 
f f „PCA: + alu)óz]dzdt >0, 
其 中 , RAA (n,q) € CRR?) WR qg'(u) = n'(u)f' (u), n"(u) > 0, 9 € CH(R x 
(0,00)) 为 任意 非 负 函数 . 


3.2 LP (1<p<oo) f 
本 节 考 虑 柯 西 问题 (3.1.1) 的 L 解 ,但 要 求 非 线性 流 函数 和 初 值 满足 下 述 
条 件 : 

(Ci) flu) € C?, 且 具 有 性 质 

IFIS Clu, Ifl < Clu? (s > 0). (3.2.1) 
(C2) |luo(z)||pae+ < M. 
类 似 于 3.1 节 , 首先 讨论 抛物 型 方程 

人 好 十 (uc)z = cuze (3.2.2) 


带 光滑 初 值 
uf(x,0) = us(7) = $c(z)(uo(z) * j°) (3.2.3) 


的 柯 西 问题 , 其 中 光滑 函数 加 (z) 满足 0 < 9e(z) < 1, supp pe(z) C [-2/e,2/e] 且 
在 [-1/e,1/e] 上 pe(z) = 1; j€ 是 磨 光 核 , 即 


1 aae 
eem 1,72) _ J) et”, ltl <e, 
j -r0-b@-{ z tales 
其 中 , A= fi eVG de, 今后 若非 特殊 说 明 , 7° 均 表 示 磨 光 核 . 因此 u6(z) 光滑 
且 满 足 
de ug(z)=0, uh(z) “+ uo(z) (e > 0), 
lu6(z)llz= < M(e),  [lug(z)Ilzae+0 < lluo(z)llzzero < M, 
其 中 , 常数 M(e) 与 = 有关 . 
引 理 3.2.1 假设 CL, Co 成 立 , 则 对 任意 给 定 的 = > 0 和 时 间 T > 0, 柯 西 问 
题 (3.2.2)-(3.2.3) 的 光滑 解 ve(z,ti) Æ R x [0,T] 上 存在 唯一 且 满足 
llu®(-,A)Ilz2e+ < M, aa u(x,t) =0 对 te [0,T] 一 致 成 立 . (3.2.4) 


3.2 LP (1 <p<oo) iF .27 . 


证 明 ”由 于 初 值 ui(z)| < M(e), 所 以 类 似 于 定理 3.1.2 的 证 明 可 得 解 的 存 
在 性 , 而 解 的 性 质 us(z,t) 一 0 (|z| 一 co) 可 由 定理 1.0.2 得 到 . 为 了 得 到 (3.2.4) 
中 的 第 一 部 分 即 解 的 LHD 界 估计 , 我 们 用 2(s + 1)(us)2s+1 乘 方程 (3.2.2) 并 在 
R x [0,4] 积分 得 


ye 2(s+1), a hag £)28(,,€)2 
Fa ac f J ze+DCs+DGa (us)2dzdt 
<J (uf (x))?6*Dde < M. 
这 就 完成 了 引 理 3.2.1 的 证 明 . 口 


现在 研究 柯 西 问题 (3.1.1) 的 L+H 弱 解 . 
引 理 3.2.2 it (C1), (C2) RL, 则 柯 西 问题 (3.2.2)-(3.2.3) 的 解 us 满足 


etui 在 L2,.(R x 及 +) 中 一 致 有 界 . (3.2.5) 


证 了 明 设 KcRxR+ 为 任 一 紧 集 , 选取 $e CLR x R+) EH olk =1,0< 
<1, 然后 用 uid 乘 方程 (3.2.2) 并 在 R x Rt 上 分 部 积分 得 


f /tranat 


-f E [era + (utas) = a f(s)d8) be + eee] dzdt 
<M(q, us llrz0+»), 
这 就 证 明了 结论 (3.2.5). 证 毕 . = 
引 理 3.2.3 it (C1), (C2) RH, MIHE n E Z+ 有 
ð 
ôt 
HK Hoel) P$, KP QO CRXR* 为 有 界 开 集 , BHR In < C2(R) WR [In(u)| < lul, 
BS |ul <n 时 而 (w) =u, % |u| > 2n At In(u) =0; 函数 fa, Fa 定义 如 下 : 


WAU) Zaeta) 


fala) = [Oros R= [ toroa. 


证 明 ”利用 引 理 3.2.2 并 注意 到 n EALA AE, 我 们 可 用 证 
明定 理 3.1.2 的 相同 方法 完成 证 明 . 证 毕 . 口 

引 理 3.2.4 ik (C1), (C2) RÈ. 若 f 满足 条 件 (3.1.6), MHASH M HFS 
{ut} 在 Lhe(R x R+) (1<h<2(s+1)) 中 强 收敛 于 柯 西 问 题 (3.1.1) 的 弱 解 u. 
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证 明 ”因为 黏 性 解 序列 {ue} 在 126+) 中 一 致 有 界 , 所 以 存在 子 列 {u} 使 得 
us 一 u. FA ve RR ve 的 弱 极限 , 即 ve 一 oF, 则 由 二 阶 行列 式 的 弱 连 续 性 定理 得 


Hn(u®, k) = Hy (ue, k), 
其 中 ,为 任意 常数 . 
Hp(u®,k) = [Fn(u®) — Fn(h)][n(u®) — Tn(k)] = (falu) — fh)? 


Hy(u®, k) = (Fa (u°) — Fn (h)] [Tn (ut) — Ln(k)] — (faut) — fn(k)]?. 
于 是 存在 零 测 集 2, c 使 得 
Hn (us(z,t), u(y, 7)) = Halu (z,t), uly,T)), Vy,T) EQ- A, 
因而 令 (y,7) = (z,t)e R- R RA 
Hn (us(z,t), u(x, t)) = Hi(u’(z,t),u(z,t)). 
又 因 
A 
<C+ eh! |us(z， t) + lu(z, t) Pe+t]dz < (on 
人 | AR (u® (x,t), u(x, t))|de 
<C+ cf [lue(x, t) PO + uz, t)P2O*] de < 6, 
2 
故 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 , 从 式 (3.2.7) 可 推出 
dim, Halus, u) = [Fury - fu). 
而 由 Young 测度 表示 定理 , 从 式 (3.2.6) 可 推出 


Jim, Baha) = (we — w) f Oas- Fl) = Fle). 
因此 


(us =u) [ (f(s))?ds — (Fut) — f(u))? = -F U) - F(u))?, 
从 而 


(3.2.6) 


(3.2.7) 


G- f(u))? =0, B fr) - flu) = 0; 


(ue =u) ds (Fue) - F)? = 0. 


剩余 部 分 与 定理 3.1.1 的 证 明 中 的 相应 部 分 完全 相似 . 证 毕 . 口 
把 引 理 3.2.1~ 引 理 3.2.4 相 结合 就 得 到 本 节 的 主要 定理 : 
定理 3.2.1 i (Ci),(C2) RÈ. 若 f 满足 条 件 (3.1.6), 则 柯 西 问题 (3.1.1) 存 
在 L*+) (s> 0) 弱 解 . 


评 注 


在 Tartar 把 补偿 列 紧 理论 用 于 研究 标量 方程 而 得 到 其 Zee 解 之 后 , Schonbek!®) 
应 用 补偿 列 紧 方 法 研究 了 下 述 带 黏 性 的 KdV-Burger 方程 


Ut + Uz 十 guzzz = EUzz 
以 及 带 黏 性 的 BBM-Burger 方程 
Ut + UUs — 6uzzt = EUzrz 


的 LP (1< p< co) 解 序列 {ue} 的 强 收敛 性 ， 当 es 和 6 之 间 具 有 适当 的 量 阶 
关系 , 且 流 函数 f(u) 严格 凸 时 , Schonbek 成 功 地 得 到 了 柯 西 问题 (3.1.1) 的 ZP 弱 
解 . Lull] 推广 了 文献 [18] 中 的 结果 , 不 要 求 流 函数 f(u) 严格 凸 而 只 需要 meas {u : 
f") =0} =0. 

本 章 的 证 明 选 自 文献 [20]， 在 文献 [21, 22] 中 , 这 个 简洁 的 证 明 被 用 来 研究 
系统 

(u+ gz): + f(u)z=0, 

{ zt+kg(u)z=0 ee) 
的 弱 解 . 系统 (3.1) 由 Majdal? 作为 一 个 化 学 反应 模型 导出 , 其 中 4 是 正常 数 , k 
表示 化 学 原料 的 反应 率 . 

在 文献 [24] 中 , Szepessy 推广 了 最 先 由 DiPernal25 提出 的 关于 多 维 单个 守恒 
律 的 测度 值 解 的 概念 , 从 而 证 明了 柯 西 问题 (3.1.1) 的 LP (p > 1) 弱 解 存在 唯一 . 在 
Szepessy 的 证 明 中 , 不 需要 流 函数 满足 条 件 (3.1.6) 且 增 长 性 条 件 (3.2.1) 被 放宽 到 
[f(u)| < Clul? (0 < q <p). 


BAB 2 x 2 双 曲 守恒 律 的 预备 知识 


除 第 3 章 研究 了 标量 方程 之 外 , 本 书 主要 集中 于 2 x 2 双 曲 守恒 律 系统 的 研究 . 
第 5~12 章 将 用 补偿 列 紧 方法 处 理 不 同类 型 的 系统 . 这 里 所 说 的 类 型 以 双 曲 性 、 线 
性 等 来 划分 . 


41 基本 概念 
考虑 下 述 双 曲 守恒 律 系统 : 


{ ue + f(u,v)z = 0, 


ve + glu r)2=0, Ga) 


其 中 , u, v 为 实 函数 . 令 U = (u, v)", F(U) = (f,9)", 则 系统 (4.1.1) 可 改写 为 
U: + dF(U)Uz = 0, (4.1.2) 
其 中 , dF(U) WF 的 雅 可 比 矩 阵 , BI 


_ [oa flu) 
gluo) gluo) 


下 述 定义 均 摘 自 Smoller 的 专著 [2], 读者 也 可 参阅 文献 [5, 26). 

定义 4.1.1 车 dF 有 两 个 实 的 特征 值 Xi 和 和 2， 则 称 系统 (4.1.1) 是 双 曲 的 ; 
若 Xi < do, 则 称 系统 (4.1.1) 是 严格 双 曲 的 ; 车 在 某 些 点 或 某 个 区 域 上 入 1 =o, 则 
称 系统 (4.1.1) 是 非 严 格 双 曲 的 或 双 曲 退化 的 . 

Was das Ta: 和 ra, 为 分 别 相应 于 特征 值 X 和 A 的 左 、 右 特征 向 量 . 

定义 4.1.2 称 系统 (4.1.1) 的 第 一 特征 场 为 真正 非 线 性 的 , 如 果 Vài -ra £0; 
称 系统 (4.1.1) 的 第 二 特征 场 为 真正 非 线 性 的 , 如 果 VA2.7、, 0. RERS D 
AVAL ry, = 0 或 V)a.rx = 0, 那么 称 系 统 (4.1.1) 的 第 一 或 第 二 特征 场 在 D 
内 是 线性 退化 的 . 

定义 4.1.3 HH w(u,v), z(u,v) 为 系统 (4.1.1) 分 别 相应 于 特征 值 和 和 
Ao 的 黎 曼 不 变量 ,如 果 它 们 满足 


dF =dF(U) 


Vw-r,, =0, Vz-r,, =0. 


4.2 ”血性 解 的 L” 估计 “31- 


定义 4.1.4 ”一 对 函数 (m(U),g(U)) 称 为 系统 (4.1.2) HBB, 如 果 它们 
满足 
Va(U) = Vn(U)AF (U). (4.1.3) 
车 n < 2, 则 我 们 可 通过 求解 方程 组 (4.1.3) 而 得 到 一 类 炉 及 其 相应 的 炉 流 . 然 
而 , 车 n> 2, 则 方程 组 (4.1.3) 是 超 定 的 而 只 对 一 些 非常 特殊 的 情形 可 求解 ， 从 第 
3 章 可 看 出 , 补偿 列 紧 方 法 在 守恒 律 中 的 应 用 很 大 程度 上 依赖 于 双 曲 系统 的 烂 . 因 
此 , 至 今 为 止 , 几乎 所 有 的 结果 都 是 把 这 方法 应 用 于 由 两 个 方程 组 成 的 双 曲 守恒 律 
系统 而 得 到 . 


4.2 黏 性 解 的 Le 估计 


与 标量 方程 相似 , 对 给 定 的 双 曲 守恒 律 系统 , 首先 需要 构造 它 的 逼近 解 . 例如 ， 
由 下 述 方程 组 : 


{ Uug + f(u,v)2 = Euzz, (4.2.1) 
Ve + glu, v)z 一 euzz 
带 有 界 可 测 初 值 

(u(z,0),»(2,0)) = (uo(2), 0(2)) (4.22) 


TE T A RE A ERE (u°, ve). 
为 了 得 到 {(us,vs)} 关于 黏 性 参数 = Hik Lo 界 估计 , 一 般 说 来 , 可 用 
的 唯一 框架 就 是 由 Chueh, Conley 和 Smoller?” 建立 的 不 变 域 方法 . 现在 我 们 把 文 
AR [27] 中 关于 柯 西 问题 (4.2.1)-(4.2.2) 的 解 的 先 验 估计 的 主要 结果 概述 如 下 : 
定理 4.2.1 itw, z 为 系统 (4.1.1) 的 两 个 黎 受 不 变量 若 曲线 w= Mi (或 
z= M2) 在 uOv Fh EF h, 即 对 任何 向 量 (a,b) E€ R? 有 


Wuud? + 2wuvab + wovb? > 0 (或 Zuua? + 2zuvab + zub? > 0), 
则 柯 西 问题 (4.2.1)-(4.2.2) 058% (u(x,t), v (x, t)) 满足 
w(u (2,t),v (7,t)) <M, (X z(u%(z,t), v" (2, t)) < M2), 
如 果 初 值 (uo(z),vo(z)) 满足 相同 的 估计 wluo(z), vo(z)) < Mi (或 z(uo(z),uo(z)) < 
M2), 其 中 Mi, M2 为 常数 . 
BWR w=M, 与 z= M24 FS, N 
w(u" (x,t), v" (z,t)) < Mi, z(u*(z,t),v*(z,t)) < Mo, 


如 果 
tu 人 (uo(z),zo(z)) < Mi, z(uo(z),vo(z)) < M2. 


这 个 定理 非常 重要 , 其 细节 与 评注 请 读者 参看 文献 [27]. 


第 5 章 WM AR 


5.1 基本 概念 
本 章 讨论 对 称 双 曲 系统 


{ wu + (up(r))2 = 0, 


(5.1.1) 
v + (vd(r))2 =0 


带 有 界 可 测 初 值 
(u(z,0),v(z,0)) = (uo(z), vo(x)) (5.1.2) 
的 柯 西 问题 广义 解 的 存在 性 , 其 中 > = w? + v2. 系统 (5.1.1) 是 非常 有 趣 的 , AWE 
源 于 弹性 理论 、 磁 流体 动力 学 以 及 提高 石油 采 收 率 的 理论 ( 见 文献 [28, 29]). 
设 映射 F: R? 一 R? 定义 如 下 : 


F : (u,v) > (ud(r), v6(r)), 


则 dF 的 两 个 特征 值 为 
A =4(r), Az = br) + 2rd'(r), (5.1.3) 
其 相应 的 右 特 征 向 量 为 
rı =(-v,u)T, ra = (u,v)". 
经 过 简单 的 计算 得 
VAirli=0，V》)a.ra= 6rġ'(r)+4r?°¢" (r). (5.1.4) 


因此 , 由 式 (5.1.3) 知 系统 (5.1.1) 在 满足 ro'(r) = 0 的 那些 点 上 非 严格 双 曲 , 并 且 
由 式 (5.1.4) 知 第 一 特征 场 线性 退化 , 但 第 二 特征 场 是 真正 非 线 性 还 是 线性 退化 完 
全 取决 于 函数 olr) 的 性 态 . 

在 本 章 假设 


gr) € C2(R+)， meas {r :3d'(r) + 2r" (r) = 0} =0, (5.1.5) 


这 与 条 件 (3.1.6) 有 点 相似 , 从 而 第 二 特征 场 可 能 在 一 个 零 测 集 上 线性 退化 . 


5.1 基本 概念 “33 


考虑 相应 的 抛物 型 方程 组 


{ Ut + (u9(r))2 = euzz, (5.1.6) 
Ut + (vO(T))s = euzz 
带 初 值 (5.1.2) 的 柯 西 问题 , 有 本 章 的 主要 结果 : 

定理 5.1.1 (1) 设 初 值 (uo(z),uo(z)) 有 界 可 测 ， 则 对 任意 给 定 的 = > 0, 柯 
西 问 题 (5.1.6)-(5.1.2) 的 黏 性 解 (u(x,t), v (2,t)) PHAR BRT RRBM € 一 至 
AR. 

(2) 进一步 , 若 条 件 (5.1.5) 成 立 , MAAFA {r*(x,t)} 点 点 收效 于 1(z,t), 其 
中 re(z,t) = (us(z,t))? + (ve(z,t))?. 


(3) 车 wo(z) > co > 0 且 we 的 全 变 差 有 界 或 者 等 价 地 


2) 
A (8). 
其 中 , co，M 为 常数 , WAAL MED FF (ue (x,t), v*(x,t))} 点 点 收 化 于 (ulr, t), 
v(z,t)), H lz, = u?(z,t) + v%(x,t), PPA BK (u(x,t) vlz, t)) 是 柯 西 问题 
(5.1.1)-(5.1.2) 的 一 个 弱 解 . 

注 5.1.1 BA (u,v) 关于 < 一 致 有 界 , MACHA * 极限 (u,v) 总 是 存 
在 的 ， 然而 (us)2 + (v5)? 的 强 极限 (r,t) 不 一 定 等 于 u(z,t)2 + ulz,t)2， 如 果 
U(x,t) = u(x,t)? 十 v(Z,t)?, 那么 不 需要 更 多 的 条 件 如 结论 (3) 中 所 给 的 BV 估计 ， 
而 直接 得 知 (u,v) 是 柯 西 问题 (5.1.1)-(5.1.2) 的 一 个 能 解 . 

È 5.1.2 因为 系统 (5.1.1) 的 一 个 特征 场 线性 退化 , 所 以 条 件 (5.1.7) 是 必要 
的 ， 以 确保 黏 性 解 (us,ve) HS. 这 个 事实 可 以 通过 下 面 的 实例 来 理解 . 

考虑 下 述 线 性 标量 方程 的 初 值 问题 : 


{ Ut = EUzz, (5.1.8) 


dz < M, (5.1.7) 


u(z,0) = u§(z). 


柯 西 问题 (5.1.8) 的 解 可 用 Green 函数 


G(x —y,t) = 


REA y 
wat) = /ere day 


显然 只 有 对 初 值 加 一 些 额外 的 紧 性 条 件 , us(z,t) 才 有 可 能 紧 . 
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5.2 ”对 称 系统 的 黏 性 解 与 弱 解 


为 了 得 到 黏 性 解 的 存在 性 , 根据 定理 1.0.1, RABE NK L 界 . 
用 2u 和 2u 分 别 乘 方程 组 (5.1.6) 中 第 一 、 二 个 方程 , 然后 相 加 得 


Tt +12(r) 十 2r(g(r))= = erzz — 2e(uz + v2), (5.2.1) 
从 而 有 
Ti + f(r)z S erzz, (5.2.2) 
其 中 
f(r) = f [G(s) + 2s¢'(s)]ds. (6.23) 


由 于 初 值 有 界 , 所 以 r(0,t) 也 有 界 . 对 (5.2.2) 应 用 极 值 原理 得 
r = (uf)? + (v8? < r(0,t) < N, 


这 就 蕴涵 着 黏 性 解 (us,ve) 的 一 致 有 界 性 及 其 全 局 存在 性 . 

为 了 证 得 定理 5.1.1 中 的 第 二 部 分 即 r 的 强 收敛 性 , 用 试验 函数 ECR x 
Rt) 乘 方程 (5.2.1), 其 中 , 5 满足 lk =1,0< 6 <1, K Cc 5 = supp $ 为 任意 给 
定 的 紧 集 , 有 


f y 小 ”acflus)2 + (os)2]sdzdt 
0 -0 
= f j J “rs — re — f(r)a] dxdt 
0 一 oo 
=f z /ere +r + f(r) @sldcat < mi), 
0 一 oo 
因而 
e(us)? 和 elof)? 在 LL.(R x R+) PAR. (5.2.4) 
B (nlr) alr) 为 标量 方程 
Tt 十 (/ ea 十 zyjlds) =0 
RE— A-R. 用 /(r) R (5.2.1) 得 
n(r)e + g(r)s =e(n (rT)rz)z — En" (r)r2 — 2en’(r)(u2 + v3) 
=h-h-Is. (5.2.5) 


其 中 , 五 在 Woe (R x Rt) PR; 由 结论 (5.2.4), h+ 在 LLR x Rt) 中 有 
界 从 而 对 某 个 a € (1,2) 在 Was“(R x Rt) PR. 注意 到 等 式 (5.2.5) 的 左 端 在 


5.2 RAS RES Be +35 . 


W-1°(R x Rt) PAR, 利用 定理 2.3.1, 有 
ni(r®(z,t))e + gi(r*(2,t))2 (i = 1,2) Æ WRZE? (R x Rt) 中 紧 . 
这 里 
(m(r),n(r)) =(r — k, f(r) — f(k)), 
mtr mt) = (1 = 70, { 1°00s), 


k 为 任意 常数 因此, 若 把 > 看 作 独 立 变 量 , 并 注意 到 条 件 (5.1.5), 则 由 定理 3.1.1 
的 证 明 过 程 即 知 re(z,t) #5 1(z,t). 

最 后 证 明定 理 5.1.1 中 的 第 三 部 分 即 {us(z,t),ve(z,t)} 的 点 点 收敛 性 ， 由 于 
wo(z) > co > 0, 所 以 由 定理 1.0.1 中 的 结论 (4) 即 得 vs(z,t) > c(t, co,e) > 0. 

经 过 简单 计算 , 由 方程 组 (5.1.6) 得 


,1% @),-«(@),.-<(B4- de) 
=e (E) t že (E $e) 


=at Ge (626) 


SLM REE (u ur) 中 的 上 标 = Batre, “ORF 。 一 致 有 界 . 
令 函数 g(9,a) = j » |6|, W g(0,a) E Ce 满足 g”(0,a) > 0, 且 当 a 一 0 时 ， 
g(0,a) — ||, g'(0,a) 一 sgnd. 在 (5.2.6) 中 对 z RE, 然后 乘 以 函数 g'(0, a), 其 中 


ue a 
o= (3) .有 
gl0, a): + (N19(0,0))s + [o"(0,0)0 — 9(8,0)]drz 
=£0(0,0)ee~£9"(0,0)02 + ( Evegl0.0)) 
+ (Zee) ol0,0)0 9(0,0) 
在 上 式 中 令 a0 即 得 
[Ole + (rll) < allzz + (Zom) 
把 式 (5.2.7) 的 两 端 在 R x [0,t] 上 进行 积分 有 


2 2 
J” oenas f” oie oar < m, 
a Be 


(5.2.7) 


2 
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这 表明 (E) 的 全 变 差 一 臻 有 界 , 从 而 存在 其 了 列 几乎 处 处 收敛 把 这 与 定理 5.11 
中 的 结论 (2) 相 结合 就 得 到 


(uf, v) ÈS (u,v), Uz,t) =u? +v. 


显然 (u,v) 是 柯 西 问题 (5.1.1)-(5.1.2) 的 一 个 弱 解 . 于 是 定理 5.1.1 获 证 . 口 
评 OE 

定理 5.1.1 选 自 文献 [30]. 用 补偿 列 紧 方法 对 柯 西 问题 (5.1.1)-(5.1.2) 进行 研 
究 开始 于 文献 [31]，Chenls1 最 先 讨论 了 弱 解 对 于 振动 的 传播 和 消失 情况 , 证 明了 
沿 真正 非 线性 的 第 二 特征 场 初 值 的 振动 会 即刻 消失 , 但 沿线 性 退化 的 第 一 特征 场 初 
值 的 振动 会 传播 . 柯 西 问题 (5.1.1)-(5.1.2) 的 弱 解 的 这 些 性 质 与 本 章 所 研究 的 黏 性 
解 的 性 质 相 一 致 . 

系统 (5.1.1) 的 第 一 特征 场 是 Temple 型 的 ( 见 文献 [32]), 也 就 是 说 由 方程 2 = C 
确定 的 特征 曲线 在 vov 平面 上 是 一 条 直线 , 其 中 z = 是 相应 于 特征 值 和 的 黎 
BARE, C 是 常数 . 第 7 章 将 研究 另外 一 种 Temple 型 系统 即 Le Roux 系统 . 
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本 章 讨论 二 次 流 的 非 线 性 双 曲 守恒 律 


{ u+ jer +v?)z = 0， 


(6.0.1) 
ve + (uv)z =0 
带 有 界 可 测 初 值 

(u(z,0), v(z,0)) = (wo(z), vo(z)) (vo(z) > 0) (6.0.2) 

的 柯 西 问题 广义 解 的 存在 性 . 

系统 (6.0.1) 是 下 述 一 般 二 次 流 系统 : 
Ut + (au? + azuu + agv”) = 0， 

{ v + (biu? + bouv + bav?)z = 0 (6.0.3) 


的 一 个 特殊 情形 , 其 中 ai, bi (i = 1,2,3) 均 为 常数 . 在 原点 附近 , RA (6.0.3) 可 以 
用 来 逼近 任意 给 定 的 由 两 个 方程 组 成 的 非 线性 系统 , 如 果 先 把 非 线性 流 函数 展开 成 
泰勒 级 数 , 然后 略 去 线性 项 与 高 阶 小 项 . 

令 映 射 FR? 一 R? 定义 为 


F : (u,v) 一 Aw) , 
则 
dF(u,v) = ( 机 r) P 
其 特征 方程 为 


A? 一 4uA 十 3u2 一 02 = 0. 
于 是 系统 (6.0.1) 的 两 个 特征 值 为 
和 A=2u— sl, Ag=2u+s?, (6.0.4) 
其 相应 的 右 特征 向 量 为 


rı = (sł —u,—v)", ra 一 (s? +u,v)7, 
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其 中 , sau? +o. 
系统 (6.0.1) 的 黎 曼 不 变量 w(u,v) 5 z(u,v) 为 满足 


wy(s? —u)—vwy =0, zu(s? +u) + vw, =0 (6.0.5) 
的 函数 . 方程 组 (6.0.5) 的 一 个 解 为 
w(u,v) =u+s?, z(u,v) =u—s?. 
经 过 简单 计算 , 有 
VAr +r) =3(s? — u), VM:r2 = 3(s? +u). (6.0.6) 


因此 由 式 (6.0.4) 知 在 (0,0) 点 Ar = Az, 从 而 系统 (6.0.1) 在 该 点 非 严格 双 曲 ; 而 且 
由 式 (6.0.6) 知 第 一 、 二 特征 场 分 别 在 v= 0, u>0 Ml v=0, u<0 上 线性 退化 . 
考虑 相应 的 抛物 型 方程 组 


1(3uz +02), = 
{ ur 十 3 (su 十 V2)z = euzz, (60.7) 
Ve + (uve = euzz 
带 光滑 初 值 
(u(z, 0), v(x, 0)) = (up (x), 06 (2) = (uo(z), vo(x) + €) * j€ (6.0.8) 


的 柯 西 问题 , 我 们 有 本 章 的 主要 结果 : 
定理 6.0.1 RAK (uo(z),v0(z)) 有 界 可 测 且 vo(z) > 0, 则 对 任意 给 定 的 
e > 0, 柯 西 问题 (6.0.7)-(6.0.8) 的 黏 性 解 (us(z,t,vs(z,t) 全 局 存在 且 满足 


ls(z, DN < M, 0< cle,t) < vw:(z,t) < M, (6.0.9) 


KP, 常数 M > 0 Ke AK, 函数 c(e,t) > 0 可 能 会 在 = 一 0 或 上 一 oo mi 
FE; HA, 存在 黏 性 解 序列 的 子 列 {(us(z,t,us(z,t)} 几乎 处 处 收敛 于 柯 西 问题 
(6.0.1)-(6.0.2) 的 一 个 L° JM (u(x,t), v(x, t)). 

上 述 定理 包含 两 部 分 内 容 : 一 是 黏 性 解 的 存在 性 及 其 相应 估计 (6.0.9), 其 证 明 
在 6.1 节 给 出 ; 二 是 符 性 解 序列 的 子 列 {(ws(z,t),v(z,t))} 的 强 收敛 性 , 其 证 明 在 
6.2~6.4 节 给 出 . 


6.1 二 次 流 系统 的 黏 性 解 


为 了 得 到 定理 6.0.1 中 第 一 部 分 的 证 明 , 根据 定理 1.0.1, 只 需 得 到 (ws(z,t)， 
vt (a, t)) 的 先 验 Zee 估计 . 


6.2 二 次 流 系统 的 Lax APE .39. 


由 于 (ui(z),vi(z)) = (wo(z),vo(z) + €) + j°, 其 中 , je 是 磨 光 核 , 所 以 


ace. 


(ug (x), 05 (2)) > (uo(z), vo(z)) (一 0)， 
lwi(z)llz= < Mı, = 和 vi(z) < Mı, 


其 中 , 常数 Mi > 0 只 依赖 于 初 值 (wo(z),vo(z)) 的 Lx 范 数 . 


经 过 简单 计算 , 有 
2 uv u? 
Wuu = -3 be 3? 人 
v? uv u? 
Zus- wS ww 


于 是 w(u,v) 5 -z(w,v) 均 为 凸 函 数 . 由 定理 4.2.1, 
X = {(u,v) : w(u,v) < N, z(u,v) > —N} 
为 系统 (6.0.7) 的 一 个 正 不 变 域 , 其 中 N 为 适当 大 的 正常 数 , 如 图 6.1 所 示 . 因此 我 


们 得 到 一 致 L> 估计 
lu (z,t)| <M, |v*(a,t)| < M 


及 黏 性 解 的 全 局 存在 性 ; 而 由 定理 1.0.2 的 结论 (4) 可 得 ve > c(e,t) > 0. 


图 6.1 系统 (6.0.7) 的 不 变 域 


6.2 二 次 流 系统 的 Lax BE 
系统 (6.0.1) AGA (Flu, v), glu, v)) 为 满足 方程 组 
Vai(u,v) -dF(u,v) = Va(u, v), 


即 
Gu = Bui + VI, Gy = viu + uñu (6.2.1) 
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的 函数 对 . 从 (6.2.1) 消去 g AA 
U(jivw — uu) + Zuñuv = 0. (6.2.2) 
由 黎 曼 不 变量 的 定义 , 容易 验证 


Vuw(u,v) .dF(u,v) = A2Vw(u, v), 


Vz(u,v) -dF(u, v) = 和 AVz(u,v). 
车 把 系统 (6.0.1) HARTA w, z 的 函数 : 7 =A(w,z), g= 4(w,z), W 


qlw, z)w = Mw, 2)w, 


giw, z): = NA(w, z)z- (6.2.3) 
MA (6.2.3) WE 5 得 
(A2 — A Aw, z)wz + Aze7i(W, Z)w — Arwi(w, 2): = 0. (6.2.4) 
注意 到 WE 
1=2- sł =w+z- SSF aS, 
do = 2u + s% =wtz+ 0 一 wtr, 
ME BR FESR HH AE 
ws zuz + Ta 5 lu 2)w = lw 2):) = 0. (6.2.5) 
FEM (u,v) 到 (w,s) 的 变量 变换 , 令 
Blu, v) =n(u,s), (u,v) = q(u, 8), 
则 由 链 式 法 则 有 


Tu = Nu + 2uns, Ty = 2vns, 


Tov = Av? how + 21, 
Tuv = duvtss + 2vIus, 


Tuu = 44? Mos 十 20s + 4uqus + Nuu- 
TRAE (6.2.2) 变 为 简单 的 方程 : 


1 
Nss = a 
由 式 (6.2.1) 得 


(6.2.6) 
{ 2ugs + qu = 3u(2uns + Mu) + 202ns, 


2vgs = v(2uns + Nu) + 2uvns, 


säi: 


6.2 二 次 流 系统 的 .Lax BTL 
(6.2.7) 


ATEFA 7 HET 4 满足 
Qu = 2umu + 251s. 


BR n = h(s)e (k € Z+) HAE (6.2.6) 的 解 , 则 
h” (s) 一 E hts) =0. 
令 als) = st, r=ks?, h(s) = a(s)o(r), 则 直接 的 计算 表明 
o” (r) 一 人 十 5) ġlr)=0. (6.2.8) 
这 是 经 典 的 Fuchsian 方程 . 
方程 (6.2.8) 具有 一 个 下 述 级 数 形式 的 解 : 
(6.2.9) 


bi(r)=73 Year?” =rig(r), 
n=0 


其 中 , 系数 co 为 任意 正常 数 , cn 满足 
Cn-1 $ 
Cn = 73 I 3 Ynez 
G +2n) G +2n) ra 
于 是 由 二 阶 线性 常 微分 方程 理论 知 
eet F ee 守 
dalr) = 内 (r) J gp” =r) J zp’ (6.2.10) 
为 方程 (6.2.8) 的 一 个 与 91(7) 线性 无 关 的 解 . 
Æ m = a(s)o(r)e*", 则 由 (6.2.7) 得 
(gk)u = 2kunk + (5 + ro) Tks 
ATTA FH m AIMEE gx 为 
Ce- 各 
令 n-k = a(s)d(r)e“*™, RJE (6.2.7), AAP I mn_ AIAR q- 为 
_ 4 7 (¢(r) 3 
e+) 
(6.2.11) 


关于 Fuchsian 方程 
(7) — G + 5) o(r)=0 (ceR) 


的 两 个 解 $1(r) 和 62(7) 在 无 穷 远 处 的 性 态 , 有 下 述 引 理 . 


.42 . ROR KARA 
引 理 6.2.1 车 对 任何 ">0 有 (7r) > 0, o4(r) > 0, 则 
on =1+0 (=) aneio G) E (6.2.12) 
著 对 任何 7 >0 有 g(r) > 0, o4(r) <0, 则 
oe =-1+0 (3) ， caa(rjer =1+O 日 (r = 00), (6.2.13) 


其 中 , cl 与 ca 是 适当 的 正常 数 . 


证 明 RA ol) = (1+ 5) A), 所 以 车 各 fr) > 0,04(r) > 0 则 pr(r) 和 
Alr) 都 在 7 趋 于 无 穷 时 趋 于 无 穷 ; 车 加 (r) > 0, (r) < 0 则 dalr) 和 (r) 都 在 


7 趋 于 无 穷 时 趋 于 零 . 因此 由 L'Hospital 法 则 得 


C 
$0) mlO _ (+5) 4 
im, Gory aro = o 
从 而 
im (SOY - 
im, d(r) 
TA g(r) $2(r) 
AT, = e T, pE 
A Ee hal) 
由 于 方程 (6.2.11) 可 变形 为 


Ny Ad ， < 
(35) + (505) Sita 
所 以 令 y = 20 i 则 y 满足 


加 (7) 
TAON 
ve (: u a) oe = 
上 式 两 端 乘 以 off (H+)o 再 从 d 到 7 积分 有 


eli (Saatu) — (a) -f eti (iaaa Sar, 


AAA 


blr) r-a eas 
sd” VO) vd = [Ft ae 


(6.2.14) 


(6.2.15) 
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.43 . 
因而 


(d) etr: "p(T) er-r 
we) = Fie Ot Gey a 
Wd = 了 W dla) < hile), u(r) < dr(r), BN g(r) >0 


由 式 (6.2.14) 知 y 有 界 , 所 以 从 式 (6.2.16) 可 推出 


(6.2.16) 


jy(r)| < Me™?" + Ba e-t"), 
其 中 , M 是 y 的 一 个 界 . 因此 


y(r) =O (3) (= 00). 


类 似 地 , 令 2 = on +1, 则 由 方程 (6.2.15) 得 


上 式 两 端 乘 以 ff (Ha-a 再 从 a 到 r 积分 有 


2(r) = oe dara z(d) 一 [fe galr) ye ae 
取 d = 2r, 则 显然 加 (d) < $2(7), 92(7) < 


on, 6h <0. 于 是 
[aD < Mer + La —e-*) 


z(r)=O (=) (r — 00). 


至 此 证 明了 式 (6.2.12) 与 (6.2.13) 中 的 第 一 部 分 , 现在 证 明 剩 余 的 两 个 估计 式 
令 ġı(r) =alr)e", 则 


1 
on =y(r) =O (3) (r => œœ), 
因而 对 固定 的 ri > 0 有 


这 蕴涵 着 


a(r) = a(ry eles yo 


(6.2.17) 
因为 y(r) = (=) (7 一 co), 所 以 极限 lim a(r) 存在 , 从 而 在 式 (6.2.17) 中 令 
rT} 70 得 


a(r) =a(co)e— SP y(n)dr 


=a(co) + a(oo) (e JZ ulnar _ 1) f 
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注意 到 y(r)dr =O (2) (r > 00), 对 e- SO oar -1 进行 泰勒 展开 , 有 


a(r) = a(oo) +0 (3) (r+ 00). 


类 似 地 , 令 各 (r) = b(r)e-", 则 
b'(r) 
b(r) 


HA z(r)=0 (3) (r 一 œ), 所 以 


=2(r). 


b(r) = b(00) +O (2) (r 一 œ). 


证 毕 . 口 

显然 , 分 别 由 式 (6.2.9) 和 (6.2.10) 给 出 的 1(7), 2z(7) WE: $1(7) > 0, o4(r) > 
0 以 及 如 (r) > 0 对 所 有 的 r > 0 成 立 ， 从 of (r) 恒 正 可 知 ġir) < 0， 因 为 
Jim alr) = 0, im, g(r) = 0. 


利用 引 理 6.2.1 中 的 估计 有 
nk = a(s)d1 (r)e = e” (as) +0 ()) =e (ais +0 (2)) (6.2.18) 
在 s>0 的 任意 紧 子 集 上 成 立 , 因为 > = kst; 
ad=n (2u+ stat (3a 7 1) - i) =n (~ +0 (2)) (6.2.19) 


对 s > 0 RX, AX ry(r) =r (#8 7 1) 一 致 有 界 ; 而 且 在 s > 0 的 任意 紧 子 集 
上 有 


“= (> - x +0 (Š) f (6.2.20) 
同 理 
mh = a(s)di(r)e“** =e (a) +0 B) (6.2.21) 
E s > 0 的 任意 紧 子 集 上 成 立 ， 


de =ni (à -i (an 7 1) + a) =n, (a +0 (z)) (6.2.22) 


对 s>0 成立, HE s > 0 的 任意 紧 子 集 上 有 


6.3 WMM Ho 紧 性 -45- 


对 一 人 (~ + a +0 (2) i (6.2.23) 
Te =a(s)ġ2(r)e" = e7 (a) +0 (2)) (6.2.24) 
E s >0 的 任意 紧 子 集 上 成 立 ， 


= (a 十 工 (2 十 1) 一 i) =n (a +0 (2)) (6.2.25) 


对 s > 0 成 立 , BH s > 0 的 任意 紧 子 集 上 有 


=m (a-å 2o (z)): (6.2.26) 
1 _ = (8)$2(r)e** = ek” (ais) +0 (z)) (6.2.27) 
在 s > 0 的 任意 紧 子 集 上 成 立 ， 


gk = Tk @ => r (#8 + 1) + x) =k (~ +0 (2)) (6.2.28) 


对 s>0 成 立 , HE s> 0 的 任意 紧 子 集 上 有 


3 
Èr = Tk (~ +5 +0 (z)): (6.2.29) 


ERR FATA HE (6.2.18) ~ (6.2.29) 将 用 来 证 明 从 属于 黏 性 解 序列 的 
Young 测度 是 Dirac 测度 . 


6.3 W-K Hol 紧 性 

本 节 验 证 6.2 节 构 造 的 四 族 Lax BIA Hoe 紧 性 . 

定理 6.3.1 ”对 任何 在 6.2 节 给 出 的 Lax MMA (mg) A nlu, v) 十 
quf, v) 在 Hat 中 紧 ， 其 中 (u,v) 为 柯 西 问题 (6.0.7)-(6.0.8) K— A È th H 
性 解 . 

证 明 ”为 了 简单 起 见 , KARPER (u,v) 中 的 上 标 e. 

显然 系统 (6.0.1) APR y = E 及 其 相应 的 炳 流 q = u? 二 ua 
分 别 用 u 和 v 乘 以 方程 组 (6.0.7) 中 的 第 一 、 二 个 方程, 然后 相 加 得 


nt + A = Enka 一 E(w 和 十 202ouzvz + Nye) = Enis — E(Uz + vz). 
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运用 证 得 结论 (5.1.4) 的 相同 技巧 , 有 
e(ug)? 和 (v5)? 在 Lioc(R x R+) 中 有 界 . (6.3.1) 
容易 看 出 , 在 6.2 节 构 造 的 与 函数 1 (r) 相关 的 第 一 类 Lax MG nh, 是 (u,v) 的 光 
滑 函数 . 事实 上 ， 
nir = kts J on(k?s)"e*™, 


n=0 

所 以 利用 (6.3.1), 易 证 nh, (ue. v) + ah, (ue.v®)2 Æ Hpi 中 紧 . 

然而 与 函数 各 (r) 相关 的 第 二 类 Lax BVH n, 的 二 阶 导数 在 点 (u,v) = (0,0) 
奇异 . 注意 到 Si 

a= detergln) {it 
而 i 
[e@eeyter=0(%) eo 

故 由 (6.2.24)~(6.2.29) 知 n2, 和 q3, 对 固定 的 上 > 0 一 致 有 界 . 此 外 , 由 分 部 积分 
法 得 


2 二 人- 当 e 士 kuv2 is 1 
Nip =k te Pan f ne) 


psetku (_1 œ g(r) 
=k-te** (of Lar). 


由 于 z x% 
g'(r) = Yo Amer?! < Yeni") = rg(r), 
n=1 n=1 
"R > g(r) 
r 
ron f er) dr=O(r?Inr) (r 一 0). (6.3.2) 
这 表明 对 固定 的 k > 0, ni, 的 一 阶 导数 一 致 有 界 ， 易 见 nh, 中 的 第 一 项 五 = 
k-tetku . 5 光滑 , 从 而 它 的 二 阶 导数 有 界 ; 但 ni, 中 的 第 二 项 


h=rl= -k tettur?g(r) F an, dr 
的 二 阶 导数 在 点 (0,0) 出 现 奇 性 . HR (6.3.2), 2 的 二 阶 导 数 中 除了 两 项 (rul, 
(r? ool = 2k27 外 的 每 一 项 都 有 界 , 但 这 两 项 非 正 . 
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因此 用 Vn, 乘 方程 组 (6.0.7) 有 


(nae + (ede 
=e(nhg)ex 一 e[(nd x) uu? + 2(nhg)uvte2 + (nix)wv¥2] 
=e(ni,)2z — €[A(u, v)u? + B(u, v)uzvs + C(u, v)v2] 
—2k?eI (u? + v2), (6.3.3) 
其 中 , A(u,»), Bluo) 和 C(u,v) 是 nêr 的 二 阶 导数 中 的 正则 项 . 
HK CRx Rt 为 任 一 紧 集 , ÉN óE CoR x R+) 使 得 plk=1,0<$<1. 
FA o R (6.3.3) 并 在 R x 及 + 上 积分 得 


qe ie Qek?|I|(u2 + v2) pdedt 
0 一 oo 
=f" 广 e[A(u, v)u? + B(u, v)uzvz + C(u, v)u2] pdrdt 
0 一 oo 
oo poo 
= J f (nnd + dkr + eninder) dzdt < M ($), 


其 中 最 后 一 个 不 等 式 是 因为 黏 性 解 的 一 致 有 界 性 以 及 正则 部 分 4(uwv)u2 + 
B(w,v)uzvz + C(u, v)u? 的 Li, 有 界 性 . 
现在 回 到 式 (6.3.3), RA 
e((mix)uut2 + (nip )uvtzds + (Mir)vvvz] 

在 LL.(R x R+) 中 有 界 从 而 对 某 个 指数  € (1,2) 在 Wore (R x R+) 中 紧 . 显然 
€(m2y)ax 在 Woe” (R x Rt) 中 紧 , 因为 ni, 的 一 阶 导数 有 界 . 又 因 (ni) + Gade 
在 W-hO(R x Rt) PAR, 故 由 定理 2.3.1 就 得 到 (2, )e + (ade 的 Hisl 紧 性 . 
证 毕 . 口 


6.4 Young 测度 的 归 约 


本 节 将 证 明 从 属于 柯 西 问题 (6.0.7)-(6.0.8) 的 黏 性 解 序列 {(us,ve)} 的 一 族 正 
测度 vs. 是 Dirac 测度 . 然后 , 应 用 推论 2.1.2 就 得 到 


(u® (2, t), v" (a, t)) 55 (u(z,t),v(z,t)) (€ > 0). 
这 说 明 (u(x,t), v(e, t)) 是 柯 西 问题 (6.0.1)-(6.0.2) 的 一 个 弱 解 . 
因为 黏 性 解 序列 {(us(z,b,vs(z,b)} 一 致 有 界 , 所 以 根据 定理 2.1.1, 只 需 考虑 
一 族 具有 紧 支 集 的 概率 测度 ve 不 失 一 - 般 性 , 可 以 固定 (z,t) € R x Rt 而 只 考虑 
一 个 测度 v. 
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对 于 系统 (6.0.1) 的 任意 满足 Hoe REA ATE (mi,9) (i = 1,2), 应 用 定理 
2.2.2 有 


m (ue, v®) ga(u®, v) — nous, v) qi(u®, ve) 
= (ut, vē )ga(u®, v®) — no(u®, v®)qi(u®, v*). 
于 是 由 Young 测度 表示 定理 即 得 下 述 测度 方程 : 


(vm), 92) — (v, m) (v, 1) = (v, mg — mg). (6.4.1) 
RQ 为 v 的 最 小 特征 矩形 : 
Q = {(u,v): w- < w(u,v) < wy, 2- < z(u,v) < z+,v > 0}. 


下 面 证 明 v 的 支 集 suppv 只 包含 点 (0,0) 或 另外 一 点 (w*,v*). 
假设 suppv 不 是 独 点 集 {(0,0)}, 则 


(vnk) > 0， (vnk) > 0， 


其 中 , nlna 分 别 由 式 (6.2.18) 和 (6.2.27) 给 出 . 下 面 介绍 两 族 定义 在 Q 上 的 新 概 
率 测度 ut: 

une CD, gsm) = ORs), 

其 中 , h= h(u,v) 为 任 一 连续 函数 . 易 见 pp 和 pe 关于 大 一致 有 界 , 所 以 根据 LO 
空间 的 弱 * 紧 性 , 存在 Q 上 的 概率 测度 y+ 使 得 (jt,h) = im (ugh) 对 {ut} 的 
某 个 子 列 成 立 , 而 且 


suppyt =QN {(u,v) : w = w4}, (6.4.2) 
suppu“ =QN {(u,v) : w= w-}. (6.4.3) 
事实 上 , 对 任何 满足 
supph(u) C QN {(u,v) : w < wo} 
的 函数 h(u, v) € C(Q), 其 中 wo € [w_,ws) 为 任意 给 定 的 常数 , 我 们 有 
| 


Kv, hne)| _ Ku, he*)| 
Kvsme)] Iret") 
cyek word 


一 Cl pklwo+25-w+) 
S Bek ~ o® 一 0 (k— oo), 


其 中 , c, co 为 两 个 适当 大 小 的 正常 数 , 5 > 0 满足 25 < w — wo, 这 是 因为 Ev 
的 最 小 特征 和 矩形. 这 就 证 明了 等 式 (6.4.2). 同 理 可 证 等 式 (6.4.3). 
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在 方程 (6.4.1) 中 令 (m,a) = (nah), W 


(v,a) — (v,m) & a (nim mal) (6.4.4) 


注意 到 ni 与 ql 的 关系 式 (6.2.19), ÆR (6.4.4) PÈ k > o 有 


(v, 42) — (v, m2) (pT, A2) = (u+, g2 — Aan). (6.4.5) 
类 似 地 , 在 方程 (6.4.1) PS (m, q) = (72r 24), RIS k — 00 有 

(v, 42) — (v, n2) (H7, A1) = (W7, G2 — Azn2)- (6.4.6) 
再 在 方程 (6.4.1) PS (m,a) = (mks ak) 及 (m, 42) = (nr x), W 


(vraže) (vak) = (YP — ZIR) 
(ney) nk) (v, 1? 4), me) 


现在 证 明 w- = wy. 若 不 然 , 可 选取 io > 0 使 得 250 < w+ — w, W 


(6.4.7) 


(vn) > ere K-49), (v, nk) > czek(w+ Fo) 


对 两 个 适当 大 小 的 正常 数 ci,ca 成立, 因而 由 式 (6.2.18), (6.2.19) UR (6.2.27), 
(6.2.28) 得 


men EIR) — (1) -ko am) 
mana Oe S0: eee) 


于 是 在 等 式 (6.4.7) PẸ k> oo 就 有 (ut, Ao) = (uo, Aa). 把 这 与 式 (6.4.5), (6.4.6) 
相 结合 即 可 得 到 下 述 关系 式 : 
(u*,q— dan) = (p,q — M2n) (6.4.8) 
对 任意 满足 m + gz 在 Hz! FURAN (n,q) RE. 
在 等 式 (6.4.8) 中 令 (7,9) = (nrar), WHR (6.4.2) 和 (6.4.3) 得 
|(pt,g — Aon) | > > 入 ek(w+ 60), (6.4.9) 


Lk eb & St (6.4.10) 


其 中 , ci, cz 为 正常 数 . 这 不 可 能 , 所 以 w+ = w. 
类 似 于 上 面 的 证 明 , BATT PE (n, 02) 和 (nipata) 证 得 z+ = z-. A 
此 > 集中 于 点 (0,0) 或 另外 一 点 (w*,v*). 这 就 完成 了 定理 6.0.1 的 证 明 . 口 
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评 È 
一 般 二 次 流 的 非 严格 双 曲 守恒 律 (6.0.3) 的 黎 曼 解 曾 由 Issacson, Marchesin, 
Paes-Leme, Plohr, Schaeffer, Shearer, Temple 等 在 相关 文献 中 给 出 , 请 读者 参阅 文 


献 [33~35]. 
Lu 和 Wang 在 文献 [36] 中 研究 了 系统 


ad + Fou? + v2)z =0, 
ve + (uv)z =0 


在 a > 2 的 情形 下 元 波 的 相互 作用 . 

Lub” 得 到 了 柯 西 问题 (6.0.1)-(6.0.2) 的 整体 弱 解 的 存在 性 . 本 章 的 内 容 选 自 
文献 [22, 37]. 6.2 PRES AFA (0,0) 相 容 , 因而 简化 了 定理 6.0.1 的 证 明 . 
Kanl38 独立 地 给 出 了 另外 一 个 证 明 , 他 的 证 明基 于 构造 系统 (6.0.1) 避 开 奇 点 (0,0) 
RIR nlu, v). 这 一 思想 后 来 被 Chen 和 Kan 在 文献 [39] 中 用 于 研究 更 为 一 般 的 二 
次 流 系统 (6.0.3) 的 L 解 . 


#78 Le Roux 系统 


本 章 将 用 第 6 章 介绍 的 方法 研究 非 线性 双 曲 守恒 律 


{ ut + (w+ v)z = 0, (7.0.1) 
ve + (uv)2 =0 
带 可 测 初 值 

(u(x, 0), v(x, 0)) = (uo(x), vo(z)) (wo(z) > 0) (7.0.2) 


的 柯 西 问题 整体 弱 解 的 存在 性 . 系统 (7.0.1) 最 先 由 Le Roux!) 作为 一 个 数学 模型 
导出 , 所 以 称 为 Le Roux 系统 . 
设 映射 F: R 一 R? 定义 如 下 : 


F : (u,v) > (u? +v, uv), 


dF(u, v) = 的 ) 7 


u 


则 


其 特征 方程 为 
A? 一 3uA 十 2u2 — v =0. 


于 是 系统 (7.0.1) 的 两 个 特征 值 为 


ma B23, wetn, (7.0.3) 
其 相应 的 右 特征 向 量 为 
T T 
m= (5) S (=) ， 
其 中 , D = (u? +4v)3. 
系统 (7.0.1) 黎 曼 不 变量 w(u,v) 与 z(u,v) 为 满足 
WD 0 (7.0.4) 


2 
的 函数 . 方程 组 (7.0.4) 的 一 个 解 为 


w(u,v)=u+D, 2(u,v)=u-—D. 


.52 . 第 7 章 Le Roux 系统 


经 过 简单 计算 , 有 
va-ni=(3-35.-5) (2y =- (7.0.5) 
Vro-r2= G + 3 5) 人 =y =2. (7.0.6) 


因此 , 如 果 考 虑 uOv 平面 的 上 半 平 面 (v > 0) 内 的 有 界 解 , 那么 由 式 (7.0.3) 知 
在 (0,0) 点 Xi = Xz, 从 而 系统 (7.0.1) 在 该 点 非 严格 双 曲 ; 由 式 (7.0.5), (7.0.6) 知 系 
BE (7.0.1) 的 两 个 特征 场 都 是 真正 非 线性 的 . 

考虑 相应 的 抛物 型 方程 组 


ur + (U? 十 U)z = Eurr, 
{ V + (uv) 2 = euzz (720-7) 
带 光滑 初 值 
(u(z,0)u(z,0)) = (uw§(2), v6(2)) = (uo(x), vo(x) + €) * j€ (7.0.8) 


的 柯 西 问题 , 有 本 章 的 主要 结果 : 
定理 7.0.1 设 初 值 (uo(z),vo(z)) 有 界 可 测 且 vo(z) > 0, 则 对 任意 给 定 的 
E > 0, 柯 西 问题 (7.0.7)-(7.0.8) HAREM (u(x,t), v (x,t) 全 局 存在 且 满足 


us(z,bllz= < M, 0<c(e,t) < vl(z,t) < M, (7.0.9) 


KP, 常数 M > 0 与 = 无关, HK clet) > 0 可 能 会 在 < 一 0 或 上 一 00 HBF 
无 穷 ; 而 且 , 存在 黏 性 解 序列 的 子 列 {(us(z,t,ve(z,b)} 几乎 处 处 收敛 于 柯 西 问题 
(7.0.1)-(7.0.2) 的 一 个 L® 3 ME (ulz, t), v(z, t)). 


7.1 Le Roux AAMT 


本 节 将 证 明 柯 西 问题 (7.0.7)-(7.0.8) SERIE RMA (7.0.9). 
因为 (ui(z),z6(z)) = (wo(z),zo(z) + e) «5°, j€ 是 磨 光 核 , 所 以 


(u§(z); vi(z)) =5 (uo(z), vo(z)) (e> 0), 
lwi(z)llz= < Mı, E< wvé(z) < Mı, 


其 中 , 常数 Mi > 0 只 依赖 于 初 值 (wo(z),vo(z)) 的 L 范 数 . 
- 经 过 简单 计算 , 我 们 有 


2u 


u 4v 4 
Wu=lt ps wsp Vu= pg Ww = -Ds vw= -Da 


D D’ 


7.1 Le Roux RRMA 53. 


u 2 如 _ Qu _4 
D wa Tp “Dy tw pg Aw = Da 


于 是 分 别 用 (wu, we) 和 (zu, ze) RAB (7.0.7) 得 


Zy=1l- 


w(u, v)e + Agw(u, v)z 
=€(Wutlze + WuvVzz) 
=ew(u, v)ze — €(Wuut2 + 2wuvuzvs + Wy?) 
4v 2 4u 4 
=ew(u, v)zz — € (Za 一 DI 一 52) 
=ew(u, v)zz 一 pl + wus + 2ve][(D — u)uz — 2v] 
=ew(u,v)22 — julu v)zz(u, v)z, (7.1.1) 
2(u, v)e + Ar2(u, v)2 
一 e(zutuzz 十 zuvzz) 
一 ez(wu)zz 一 e(zuut2 十 2zuouzuz + Zyyv2) 
一 Ez(uiu)zz +E (Sa 一 Bute 一 e) 
=ez(u, v)zz + pal + u)uz + 2vz][(D — u)uz — 2vz] 


=ez(u,v)zz + Flu. r)zz(u, v)z- (7.1.2) 


现在 若 把 等 式 (7.1.1) 和 (7.1.2) 分 别 视 为 变量 w 和 z 的 方程 , 则 利用 极 值 原理 
得 w(u, v) < N, 2(u®, vf) > 一 N, 如 果 初 值 满足 w(w§(z), vi(z)) < N，z(ui(z)， 
由 (z)) > —N. 而 (7.0.9) 中 关于 of 的 下 界 估计 可 由 定理 1.0.1 的 结论 (4) 直接 推 
出 , 因此 

2X2 = {(u,v) : w(u,v) < N, z(u,v) > -N,v > 0} 
是 方程 组 (7.0.7) 的 一 个 正 不 变 域 , 如 图 7.1 所 示 . FERNER T BE 
计 (7.0.9) 及 其 全 局 存在 性 . 


图 7.1 系统 (7.0.7) 的 不 变 域 
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7.2 Le Roux 系统 的 Lax WRG Hoi 紧 性 
本 节 将 构造 系统 (7.0.1) 的 四 族 具 有 下 述 特殊 形式 的 Lax A-M: 
nk =e (aco) RA), gh = et (aco) ARD), 
ree (eap) 22H), ga, m erte (ato) DD), 
nia eM (o(p) + SE), gi, =e (o(p) + SA), 


m= (ap + A), oge (eao) HO), 


其 中 , w, 2 是 系统 (7.0.1) 的 黎 曼 不 变量 , 并 且 利用 引 理 6.2.1 中 给 出 的 关于 Fuchsian 
方程 (6.2.11) 的 解 的 性 质 得 到 ai, bi (i = 1,2,3,4) 的 必要 估计 . ARE Ee 
流 满 足 Ho. 紧 性 . 

令 p= D8，9 = Su, 则 对 于 光滑 解 , 系统 (7.0.1) 等 价 于 


pt + (P9)z =0, 
2 (7.2.1) 


b+ ($ + vt) =0. 
把 系统 (7.0.1) HAVE (7, 9) 视 为 变量 (p,6) 的 函数 , 有 
(ap: 98) = (on, + irimo, Po + one) i (7.2.2) 
从 式 (7.2.2) 中 消去 q BNET FA 
Nop = 50 mo. (7.2.3) 
ERZ n= h(p)e (ke Z+) 为 方程 (7.2.3) 的 解 , 则 
(0) = Go $A(p). 


令 hip) = phos), s= Skot, 则 (6) 满足 Fuchsian 方程 


p(s)— 人 + 3) d(s) = 0. (7.2.4) 


7.2 Le Roux 系统 的 Lax WS Ho. 紧 性 “55° 


与 第 6 章 完全 相似 , 可 用 Frobenius 方法 给 出 方程 (7.2.4) 的 一 个 级 数 形式 
的 解 : 


o1(s) = 3? x cans2n = s2g(s), (7.2.5) 
n=0 
其 中 , 系数 co 为 任意 正常 数 , con 满足 
= €2(n—1) 
m= Tm PE") 
于 是 a) 
2(s) = s2g(s) / FO! (7.2.6) 


是 方程 (7.2.4) 的 一 个 与 p(s) 线性 无 关 的 解 . 显然 分 别 由 式 (7.2.5) 和 (7.2.6) 给 出 
的 dils), 82(s) RATER: 对 所 有 的 s > 0 有 di(s) > 0, o4(s) > 0 以 及 各 (s) > 0. 
从 of (s) 恒 正 可 推出 (s) < 0, 因为 lim ġ2(s)=0, lim 45(s) = 0. 

经 过 简单 计算 , 系统 (7.2.1) 的 两 个 特征 值 为 


3 3 
M =0-5, de =0+5, (7.2.7) 
其 相应 的 黎 曼 不 变量 为 
z=0- 30, w=0+ oh. (7.2.8) 


由 式 (7.2.8), Ow = 5, 9: = 3, Pu = eh, pe = 08. 所 以 由 链 式 法 则 得 


Lia +o? ier | 
Tw = 910 +P Ne» Tz = 510 — P Ne» 
1 i (7.2.9) 
gu = 540 + pig, q: = 540 ~ pgp 
注意 到 qu = Azo, dz = Arne, 则 由 式 (7.2.7) 及 (7.2.9) 得 
98 = qu + qz = One + Pno- (7.2.10) 


令 m =p? o(s)e™, n-e = p3o(s)e~*?, WHS (7.2.10), ANF EMMA 


z 2 pig'(s) = 2 pigs) 
gk = Mk GES Tle) )， q-k = -k (0+3- 24s) J: 


ni = pidi(s)e, 则 根据 引 理 6.2.1 有 


ni = pte (1 +0 (3)) = per (1 +0 (2)) (7.2.11) 
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E s > 0 的 任意 紧 子 集 上 成 立 ; 
0 


ee 1) 一 致 有 界 ; 而 且 在 。> 0 的 任意 紧 子 集 上 有 


s) 
a= ni (à -+ (48 -1))=n t(a- %+0(z))- (7.2.13) 


同 理 , 有 


n? = pè ga(s)e"? = pète? 人 +0 (2)) (7.2.14) 
E s>0 的 任意 紧 子 集 上 成 立 ， 


= (a +0(2)) (7.2.15) 


X s >0 成 立 , 且 在 s > 0 的 任意 紧 子 集 上 有 


R= m(u-3+0(@ DE (7.2.16) 


nk = ph di(s)e7*? = phe 人 +O (z)) (7.2.17) 
在 s>0 的 任意 紧 子 集 上 成 立 ， 


gis = (a +0 (z)) (7.2.18) 


X} s >0 成 立 , 且 在 s > 0 的 任意 紧 子 集 上 有 


ge 一 (a+ ¥ +t (È )) ; (7.2.19) 
Tk = p3da(s)e-* = pie- (i +0 (2)) (7.2.20) 
在 s>0 的 任意 紧 子 集 上 成 立 ， 


= 加 +0 (z)) (7.2.21) 


Ws > 0 成 立 , 且 在 s > 0 的 任意 紧 子 集 上 有 


本 (+2 +=—+0 (z)): (7.2.22) 


7.2 Le Roux 系统 的 Lax 型 粹 - 炉 流 与 Hl 紧 性 57. 


定理 7.2.1 上 述 任 一 Lax BWA (7,9) 满足 m(us,ve)jt 二 g(us,us)z 在 Aye 
PE, 其 中 (u5, 0) 为 柯 西 问题 (7.0.7)-(7.0.8) Ra VSAM. 


证 明 。 显然 系统 (7.0.1) ANP 1 (u,v) = + J “Invav 及 其 相应 的 
HIR q (u, v) = 一 i 相似 于 结论 (6.3.1) 的 证 明 , 有 


cjus Bled 次 在 LLAR x Rt) 中 有 界 . (7.2.23) 
下 面具 证 明定 理 中 的 结论 对 (a) = (a) 的 情形 成 立 ， 同 理 可 证 (n,a), 
(edir) 以 及 (m2 4:2.) 均 满足 Hig? 紧 性 . 
用 (must) 乘 系 统 (7.0.7) 得 


Me + qz = Enez — E(u 十 27uvtzuz + Movs) (7.2.24) 
因为 
[ zw-°($) 6-9 
所 以 对 固定 的 大 > 0 有 


ko oo 
nk = 条 wo/ mG 
一 致 有 界 , 从 而 of 也 一 致 有 界 . 于 是 nus, v) + Rul, v) 在 W-h%(R x R+) 
中 有 界 . 注意 到 g'(s)/s < g(s), 有 


æ g'(s)ds 1 
, SPTO (5) > 


而 由 分 部 积分 法 得 
2 = ( )d 4ekg 
t=- Gt” 3g) f oon) =) =h- S, 
故 (R) 和 (n)a 均 有 界 且 (m) = O(s) (s + 0). 由 于 
2 = Skut? +40)-7, a = 3k(u? + 4v)~2, 


因而 e(nz)e = cO(|ue| + |v2/Vul), 所 以 由 结论 (7.2.23), e( 吸 )zz Æ Hisl(R x R+) 
中 紧 . 
显然 五 = 


-gg 作为 wv 的 函数 一 阶 连 续 可 微 ,所 以 定理 7.2.1 的 证 明 
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集中 于 工 的 LL, AJUE, 其 中 
L= (last + aut + Ial), = gl) [~ LORS. 


由 链 式 法 则 可 知 L= Ly + Lo, 其 中 
Ly = elss (s2u2 + 2susvuzvz + 3202), 
Lo = els(suuu? + 2suotzuz + Syyv2). 


由 于 g'(s)/s < g(s), 因而 I, = O(s) (s > 0), Ls AH, 所 以 Li 和 La 均 为 
€[O(v2/|o|) + O(u2)] 所 控制 . 因此 再 次 利用 结论 (7.2.23) 即 得 工 在 LLR x R+) 
中 有 界 . 这 就 完成 了 定理 7.2.1 的 证 明 . o 


7.3 Le Roux 系统 的 弱 解 


本 节 用 补偿 列 紧 方 法 证 明 柯 西 问题 (7.0.1)-(7.0.2) 的 整体 弱 解 的 存在 性 . 
BRR? 上 的 具有 紧 支 集 的 概率 测度 v 具有 性 质 : 


(um), g?) — (v, n)a) = (v,a? — nq!) 


对 系统 (7.0.1) 的 任何 满足 ni (ue, v€ )e +q (u°, v°)s 在 Hig? (R x RE) PRE RIN- 
(niat) i= 1,2) 成 立 , 则 定理 7.0.1 中 弱 解 的 存在 性 的 证 明 就 归结 为 把 v 归 约 为 点 
测度 , 我 们 将 用 7.2 节 构 造 的 (Mir ay) (i = 1,2) 及 其 相关 估计 (7.2.11)~(7.2.22) 
来 实现 这 个 目标 . 

下 面 的 证 明 与 第 6 章 中 给 出 的 几乎 相同 . 

记 Q@ 为 v 的 最 小 特征 矩形 


Q={(u,v):w. <w <w, z- <2 < zy, v>0}, 


W w, wt 非 负 , 27, z+ 非 正 . 

E suppv 只 包含 点 (0,0), 则 定理 7.0.1 已 获得 证 明 . 假设 v 不 是 集中 于 (0,0) 
的 点 测度 , 则 (v, ni) > 0, (vna) > 0. 

下 面 介绍 两 族 定义 在 Q 上 的 新 概率 测度 pE: 


(v, hnk) (v, hex) 
(ung)? (vna) 
其 中 , h = h(u, v) 为 任 一 连续 函数 . 显然 pt 和 px KF k 一 致 有 界 ， 所 以 根据 Ze 
空间 的 弱 * 紧 性 , 存在 Q 上 的 概率 测度 u+ 使 得 (ut, h) = lim (nig sh) 对 {uz} 的 


(ug sh) = 


igsh) = 


评 È gg 


某 个 子 列 成 立 , 而 且 
suppy* = QN {(u,v): w=w+}, suppy” = QN {(u,v): w = w_}. 
因为 在 s > 0 的 任意 紧 子 集 上 有 
ni = ek pd (@ +0 G) ， my =e pt (0 +0 (2)) 
且 由 假设 , v 不 集中 于 s= 0, 所 以 运用 证 得 (6.4.8) 的 相同 方法 可 推出 
(u*, Mn — 4) = (W7, Azn — 9) (7.3.1) 


对 系统 (7.0.1) 的 任何 满足 Hol RERIN- (n,a) 成 立 . 
把 (nh, ah) 代入 (7.3.1) 得 


Kut,q—Aan)| > Bel, Mr 一 Ma < eh, (7.8.2) 

其 中 , c, co 为 正常 数 , 因此 由 式 (7.3.1), (7.3.2) 得 w+ = w- 同 理 可 证 z = z. 

CALA v 为 点 测度 , 从 而 定理 7.0.1 获得 证 明 . a 
we = 


系统 (7.0.1) 的 特征 场 或 由 方程 w = const, z = const 确定 的 曲线 在 uOv 平 
面 内 都 是 直线 , 所 以 系统 (7.0.1) 是 Temple 型 的 , 它 的 激 波 曲线 和 朴 波 曲线 相 一 致 . 
这 类 系统 最 先 由 Temple? 进行 了 研究 . 关于 一 般 的 n x n Temple 型 系统 在 其 严 
格 双 曲 区 域内 的 Ze。 弱 解 的 全 局 存在 性 及 唯一 性 由 Heibig 在 文献 [41] 中 得 到 . 

James, Peng 和 Perthame03l 应 用 动力 学 公式 和 补偿 列 紧 方法 相 结合 的 思想 给 
下 述 非 严格 双 曲 的 n x n 色谱 学 系统 : 


kiui j 
u + (FES) =o, i=1,2, -n (7.1) 


建立 了 一 个 紧 性 框架 , 其 中 常数 ki (i = 1,2,… ,n) BO < ki < ko < < kn, 
D=ki ++ kn. 

系统 (7.1) 是 补偿 列 紧 方 法 在 由 多 个 方程 组 成 的 双 曲 系统 中 的 唯一 应 用 .不 
过 , 构造 系统 (7.1) 的 适当 的 逼近 解 序 列 {ul ,好 } 以 及 证 明 nul,- ,wh)t + 
gluis uh) 在 Woe” (R x R+) 中 紧 是 个 非常 有 趣 的 课题 , 其 中 (nq) 是 在 文献 
[13] 中 由 动力 学 公式 给 出 的 系统 (7.1) HOARE. 如 果 这 个 问题 能 被 解决 , 那么 根 
据 文献 [13] 中 的 紧 性 框架 就 可 得 到 系统 (7.1) 的 弱 解 的 整体 存在 性 . 定理 7.0.1 的 
证 明 选 自 文献 [42]. 处 理 系 统 (7.0.1) HEK AEE RERE I h ER A R 
性 . 系统 (7.1) 更 难 研究 , 因为 它 含 有 更 多 的 方程 . 
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本 章 研究 欧 拉 坐标 系 下 的 等 箭 气 体 动力 学 系统 


Pt + (pu)z = 0, 
8.0.1 
{ (pu): + (pu? + P(p)), =0 (60-1) 


带 有 界 可 测 初 值 
(p(2, 0), u(x, 0)) = (po(z),uo(z)) (po(z) > 0) (8.0.2) 


的 柯 西 问题 , 其 中 p, u 分 别 表示 气体 的 密度 和 速度 , 而 压强 已 = P(p) WAL P'(p) > 
0. 对 于 多 方 气体 , P 取 特 殊 形式 P(p) = cp’, 其 中 Y > 1, c 是 任意 一 个 正常 数 . 本 


其 中 , m = pu 表示 动量 . 
令 映 射 F: R? 一 R? 定义 为 


F: (pm) > (m, z +PW), 


则 
0 1 
dF = dF (p,m) = (e mn mm) , 
其 特征 方程 为 
a- Tha TE- P'o) =0. 


于 是 系统 (8.0.1) 的 两 个 特征 值 为 
N= VP, w= 2+VPG, 


8.1 SRA Aa DRAIN EE -61- 


其 相应 的 右 特征 向 量 为 
= (LA)T, r2=(1,A2)7. 


系统 (8.0.1) 的 黎 曼 不 变量 w(p,m) 与 z(p,m) 为 满足 


(Wp, Wm) : dF = A2(Wp, Wm), (Zp; 2m) - dF = Ar (Zp, 2m) (8.0.3) 
的 函数 . 方程 组 (8.0.3) 的 一 个 解 为 
w(p,m) =” mf Yu。 2(p,m) z2 zf Eas, 


经 过 简单 计算 ， wey 
van=(-3 P" (p) 3) Qa)? = _ pP"(p) +2P'(p) 


P 2/P (0)? PVP) 
von- 人- Pr(p) 3) Qa) = OPM) + 2P (0), 


P 2VP'(p) P 2p\/P"(p) 
特别 地 , 对 于 多 方 气体 有 


m m 
A= — 0, A= — +00; 8.0.4 
r p 2 一 p ( ) 
m 0 
w(p,m) = 7 +p", 2(p,m)= 一 pp; (8.0.5) 
以 及 
Và ri = 00+ 1)p"F, Vz- r2 =0(0 +1). (8.0.6) 


因此 对 于 多 方 气体 的 情形 , 由 (8.0.4) 知 系统 (8.0.1) 在 区 域 {(z,t) : p(z,t) > 0} 
内 严格 双 曲 , 而 在 区 域 {(z,t) : p(z,t) = 0} 上 非 严 格 双 曲 ; 由 (8.0.6), 当 绝 热 指数 
7 € (1,3] 时 系统 (8.0.1) 真正 非 线性 , 而 当 绝热 指数 Y > 3 时 该 系统 在 p = 0 上 线 
性 退化 . 

我 们 将 证 明 y > 1 的 多 方 气体 动力 学 系统 以 及 等 温 气体 动力 学 系统 广义 解 的 
存在 性 , 并 且 对 一 般 的 等 炉 气 体 动力 学 系统 进行 研究 . 


8.1 SERBIA ARSENE RE 
考虑 相应 的 抛物 系统 


Pt + Mz = Epzz, 
2 8.1.1) 
m+ (= + Po) = emzz ( 
P z 
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带 光 滑 初 值 
(o(a, 0), m(z,0)) = (p6(2), mo(z)) (8.1.2) 


的 柯 西 问题 , 其 中 
(pi(z),mi(z)) = (po(z) + €, po(x)uo(x)) * j°. (8.1.3) 
显然 (pi(z),mi(z)) € C”®(R) x C*(R), 而 且 


(p§(z), m§(x)) =S (po(z), mo(z)) (e — 0), 
mi(z) 
p(x) 
其 中 , 常数 Mi > 0 只 依赖 于 初 值 (oo(z),uo(z)) 的 L 范 数 而 与 = 无 关 . 

定理 8.1.1 设 初 值 (po(z),uo(z)) 有 界 可 测 且 po(z) > 0. 如 果 函 数 P(p) € 
C2(0,oo) 具有 性 质 : 4 p> 0 at, P'(p) > 0, 2P'(p)+pP"(p) > 0, 并 且 对 任何 c> 0 
有 


0 < pi(z) < Mi, llul) = 


<M, 


Lœ 


dp < 00, 


那么 对 任意 给 定 的 > 0, 柯 西 问题 (8.1.1) — (8.1.2) 的 黏 性 解 全 局 存在 且 满足 
mé* (x, t) 
P (x,t) 
其 中 ，M 为 与 < 无 关 的 正常 数 , 函数 cls,t) > 0 可 能 会 因 = 一 0 或 上 一 oo 而 趋 
FE. 

证 明 ”分别 用 (wp, wm) 和 (2p, 2m) RRA (8.1.1) 得 


<M, (814) 


O<eeN ENM, [u De =| 
la 


E 


2e 
We + Aate = ewes + T Pata 一 P [2P'(p) + pP"(p)]p?, 


2p? y P' (p 
= 2e E 7 7 2 
Ze + Mize =Ežss + pet PPO (p) + pP"(p)|p2, 
因而 由 函数 P(p) 的 性 质 得 
2e 2e 
we + Xztuz < EWrz + Fe Zt + Mz > Ezzz 十 g= (8.1.5) 


车 把 (8.1.5) 视 为 变量 w 和 z 的 不 等 式 , 则 应 用 极 值 原理 就 得 到 估计 wo, m) < 
N，z(ps,ms) > 一 N. 这 说 明 区 域 


53 = {(p,m) : w(p,m) < N, z(p,m) > —N} 


8.2 多方 气体 动力 学 系统 的 弱 粹 及 Hoe 紧 性 -63 


是 系统 (8.1.1) 的 一 个 正 不 变 域 , 如 图 8.1 所 示 . 于 是 我 们 有 先 验 估计 


0 和 pc 和 M，lusl <M. 


图 8.1 系统 (8.1.1) 的 不 变 域 
这 是 由 于 F VP'(p)/pdp = co 和 f VP'(p)/pdp < co 对 任意 常数 c > 0 


成 立 . 
由 于 we 一 致 有 界 , 所 以 利用 定理 1.0.1 中 的 最 后 一 个 结论 就 得 到 pe 的 正 下 界 . 
这 就 证 明了 式 (8.1.4) 及 黏 性 解 的 全 局 存在 性 . 证 毕 . 口 


8.2 BAA AAAFRAN BMA Ho 紧 性 


KPEE HARA ALRAN BM MR (n,q)， 并 且 验 证 nm) + 
(0°, m®)2 在 Hpe(Rx R+) 中 紧 , 其 中 (p(z, t), m(x, t)) 为 柯 西 问题 (8.1.1)-(8.1.2) 
RUBLE. 

把 系统 (8.0.1) 中 的 第 二 个 方程 改写 为 


Piu + pus + (pu)zu + puuz + P(p)z = 0, 

并 把 之 代入 第 一 个 方程 , 就 得 到 下 述 系统 : 
pt + (pu)z =0, 

| at 十 ‘Ga 四 f PUis) =0. 人 


8 

车 解 有 激 波 , AB (8.0.1) 与 (8.2.1) 不 同 . 第 9、 第 10 章 将 研究 系统 (8.2.1) 
带 有 界 可 测 初 值 的 柯 西 问题 的 广义 解 . 但 就 光滑 解 而 言 , 系统 (8.2.1) 等 价 于 系统 
(8.0.1). 特别 地 , PAS ASE A A HR. 因此 系统 (8.0.1) BFE HAE 
(n(p,m), alp, m)) 满足 方程 组 


u p 
(dps qu) = (np Mu) + (zo d 4 
P 
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即 
gp = UNp + Pop, Qu = Prp + Unu- (8.2.2) 

从 (8.2.2) 中 消去 q 得 
Nop = PO pu = PP hun (8.2.3) 


系统 (8.0.1) KIR nlo, u) PABA, 如 果 n0, u) = 0. 具体 地 说 , 它 是 方程 (8.2.3) 带 
特殊 初 值 条件 
n(p=0,u)=0, no(p=0,u) = g(u) (8.2.4) 
的 解 , 其 中 glu) 是 任意 给 定 的 可 微 函数 . 
引 理 8.2.1 hp>0,u,weR, > 
aa 
ECEE 


其 中 , z+ 全 max{0, z}, 则 柯 西 问题 (8.2.3)-(8.2.4) 的 解 由 下 述 公式 给 出 : 


G(p,w) = (or 一 2)》， 


nw)= tw = = og)as 
=(w— 2z)77 f ra —1)Pg(w — (w — z)r)dr, (8.2.5) 
或 者 等 价 地 ， 
no 四 = 人 Geo 
R 
1 
=27p f [r(1 — 7)]*glu + p? — 20°r)dr; (8.2.6) 
0 
AMET N HEAR 4 为 
alo) = f OBE + (1 0G(p,€ ~ was. (8.2.7) 
进一步, 若 初 值 g(u) € C1(R), MBM n 满足 下 述 估计 : 
lo(p,mmj| < L,  |nm(p,m)| < L, (8.2.8) 


其 中 , 工 只 依赖 于 (p,u) 的 LO RM. 
证 明 ”与 方程 (6.2.4) 完全 相似 , 系统 (8.0.1) ML PE: 


À2z __Aw 
A” MEA 


wz + =0, (8.2.9) 


8.2 多方 气体 动力 学 系统 的 弱 入 及 Ho. 紧 性 -65- 


其 中 , Ai, Ao, w, z 由 式 (8.0.4), (8.0.5) 给 出 . 


经 过 简单 计算 , 有 
_ 3-7 y+1 本 3-7 
Maa eta > = +t 
3- 一 1 
Daz = Aw = 57, do = Iw- 2), 
UR 


nop, u) = 00°- [n(w, z)w — n(w, 2) 2] 
gh aot 
= 0 (252) medu- nuz) 
FRAT (8.2.9) 简化 为 达 布 - 欧 拉 - 泊 松 方程 


入 
Mwz + (tw — Nz) = 0. 
SM 7 满足 条 件 


lim 7(w,z) =0 


w-z=0 


以 及 


= 
wim 5 (252) tn. 2)w -nto = atu). 


因此 由 专著 [43] 中 达 布 - 欧 拉 - 泊 松 方程 理论 , BUN BITS MARIA (8.2.5), 而 若 
RR n WA (0, u) 的 函数 即 得 式 (8.2.6). 
利用 (8.2.2) PROPER BMRA (8.2.6), 有 


1 
qu=n+ 27570 / Ia- Dg + p? — 291) (1 — 2r)p? Har 
0 


1 
+274tup f [r(1 = gu + p° — 2p°7)dr. (8.2.10) 
0 


因为 
Í ug'(u + p° — 2p°r)du 
0 


=ug(u + p° — 2p?r) 一 f : g(u+ p° — 2p°r)du, 
0 
所 以 由 式 (8.2.10) 得 
a(o.u)= f peaj ndu 
+2776 f (r(1—7)Pg(u + p° — 2p%r)(1 — 27)p? ar 
0 


= [ie 一 s)(s 一 z)]>[(1 — 8)u + 8s)g(s)ds. 
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利用 (8.2.6) 中 的 最 后 一 个 等 式 即 可 得 到 Vn(p,m) 的 界 估 计 (8.2.8). 证 毕 . O 
引 理 8.2.2 ”多 方 气体 动力 学 系统 (8.0.1) 的 任何 弱 业 7(p,m) 满足 
elos m5) - V?n(p*, m°) - (P5, mg) 


在 LLR x R+) PAR, 其 中 
bee e (oo(prs me) Moml, m") 
eae Gap aie: Me 
证 明 ”为 了 方便 , 暂时 略 去 黏 性 解 (pe, me) 中 的 上 标 6. 
容易 看 出 系统 (8.0.1) AA 


n° (p,m) = 十 oy” 
因而 由 证 得 结论 (6.3.1) 的 相同 技巧 可 得 
El(Pz, M=) V?n* (p,m) - (p2,mz)™ 
在 LL.(R x Rt) 中 有 界 . 于 是 
eg2p7-202 十 e (Zo - me). 
在 Li,.(R x Rt) PHF. 
由 于 
OP pr + : (Zo - m+) =P} + pur, 
所 以 
epr-202， 四 (Zos - me) ， epu? 在 Lh, (R x R+) 中 都 有 界 . (8.2.11) 
对 于 由 (8.2.6) aS n, 直接 的 计算 表明 : 
no(p, m. =f [ri -ng 的 +o —2p Pr) dr 
+ [i Fa -ng (2 +ø- 2#) [-z +01- 2noe'] dr, 
Thm (p,m) j= f'ra —7)P 9 (z +P- 2r) dr, 
mpm) = pO- Pg (Z + 6? 20r) (1-20 + phar 
+f [r(l—7)P9” (z +- 20r) p [-3 +ü- 2ra] ar 


=h+ht+I3t+Is, 


8.2 多方 气体 动力 学 系统 的 弱 精 及 Ho 紧 性 :67 . 


其 中 
I =(0 + 67)? ve [r(l—7)P (1 — 2r)g' (z +p? — 2p fr) dr, 
eh [ra -DP (z + p? — 29 fr) dr, 
一 92p24- is lri — ng "(2 +e — 29) èr) (1 — 2r)?dr, 
五 = 一 20upp-1 J [rn — 2r)g” (z +p - 207) dr. 


imlo) = fta = 7)]>g" (2 +ø- 2r) [-5 +(1— 2ryap?-"] dr 


= [I5 + Ie, 
其 中 
1 
n=-5 | [r(1—7)}*9” 的 +P - 2¢fr) dr, 
Is=0p?! f: Fa —7)PC = 2r)g" (z +o — 2p fr) dr, 
以 及 


1/’ Ag (me 
Tmm(p,m) = 2/ Fa- ng (z + - 297) dr =h. 
0 


因为 29 一 1 =1-2, 所 以 由 结论 (8.2.11) 知 el3p2 在 Li. (R x R+) PAH. 
令 U(r) -f [s(1 一 s)]\(1 — 2s)ds, 则 易 见 (0) = U1) = 0, 从 而 


po fra 一 r)]>(1 — 27)g' (2 +P- 207) ae 


20%- af U(r): "(2 +o = 2r) ar 


ry, [ra 一 r)]>(1 一 2r)9” (z +P- 27) dr 


1 
=2= | l(r)g” (z +P- 2r) dr. 


因此 clip? 和 elp? 在 LL.(R x R+) 中 都 有 界 . 
注意 到 
elep2mz = eulep? + eleppzuz, (8.2.12) 
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所 以 根据 结论 (8.2.11), 容易 看 出 等 式 (8.2.12) 的 右 端 第 一 项 在 LLR x Rt) 中 有 
界 , 而 且 第 二 项 在 LL (Rx Rt) 中 也 有 界 , 这 是 因为 


1 
lelsppzuz|=20p° Í [rn |- 2r)g” (z +ø- 207) dr|pzuz| 
0 
和 eg(p28-1p2 + pu) 
m 
x f ka-7)? |a- 2r)g” (2 十 太一 2p°r) dr, 
0 


此 外 , 有 
lfm a 
e(12p2 + 215pzmz + Irm?) = e (Zo - ma) 


在 Li. (R x R+) 中 有 界 . 于 是 引 理 8.2.2 获得 证 明 . 口 
引 理 8.2.3 设 天 CC 及 xRR+ 为 有 界 开 集 , 则 


JI (eps)2dzdt 一 0 (e — 0). 
K 
WA ERER <. 令 


M ={(z,t) E R x Rt : p(z,t) < ô}, 
M ={(z,t) ER x R? : p(z,t) > ô}, 


则 对 固定 的 常数 6 e (0,1), 2 是 R x Rt 中 的 开 集 . 设 Ki 2, 中 的 任 一 紧 集 ， 
选取 4e C2(2,) EÑ S = suppd c % A glx, =1,0<¢<1. 
用 2p RRA (8.1.1) 中 的 第 一 个 方程 得 
(P) + 2(p?u)z= — 2pupz = e(p?)=z — 2ep2. (8.2.13) 


用 函数 o 乘 方程 (8.2.13) 并 在 R x 及 + 上 分 部 积分 , 有 


co poo 
f f 2ep2gdadt 
0 J-o 


cs" fs 
= J: J (Phi + 2up? Bz + Ep? bez + 2pupsd)dadt 
0 一 oo 


<08? +cs( [7 i pdz), (8.2.14) 
其 中 , CAS e, 6 无 关 的 适当 大 的 正常 数 . 
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从 式 (8.2.14) 可 推出 


f J e*p2gdadt = J f e*p2ddadt < C62， 
0 一 oo s 
从 而 
/ f e*p2dadt < C62. (8.2.15) 
Kı 


由 于 ep-20 在 LLR x RH) 中 有 界 , 所 以 对 固定 的 > 0 有 
J f (ep5)zdzdt +0 (e— 0), (8.2.16) 
Ka 


SOP, Kz WO, 中 的 任 一 紧 集 .把 式 (8.2.15), (8.2.16) 相 结合 就 完成 了 引 理 8.2.3 
的 证 明 . as 
定理 8.2.1 K (0,g) 为 多 方 气体 动力 学 系统 的 弱 精 - 精 流 ， 则 nome) + 
Q(0°,m®)2 KF MM (p° (x,t), m (z,t)) 在 Hicl(R x R+) 中 紧 . 
证 明 ”用 (np, tm) 乘 方程 组 (8.1.1) 得 


n(p®,m*)e + alf, mm’)s 
= en(p*,m®)zz — Elp% m4) - V2n(o,m*) - (pms)? 
=h+h. 


BREEN (p° u°) 的 有 界 性 推出 (0°, m) + alo, m")e 在 Wh 中 有 界 ; 根据 引 
理 8.2.2, Ip 在 Li.(R x R+) PAR, 而 根据 引 理 8.2.3, 1 在 Hgi(R x Rt) HR, 
因为 


In(p, m)z| = |mopz + Immz| < C(lpz| + pluzl). 


所 以 应 用 定理 2.3.1 即 可 完成 定理 8.2.1 的 证 明 . 口 


8.3 多 方 气体 动力 学 系统 的 弱 解 


定理 8.3.1 it Pp) =O 9 >, MEARGA (811)-812) 的 


黏 性 解 的 子 列 {(pe,us)} 使 得 pe 点 点 收 化 于 p, 而 us ARS {(z,t): p(z,t) > 0} 
上 点 点 收敛 于 u. 特别 地 , pu 点 点 收 化 于 pu. 这 里 极限 函数 (Plr, t), plz, tu(s, t)) 
是 柯 西 问题 (8.0.1)-(8.0.2) 的 一 个 弱 解 . 

证 明 ”分 两 种 情形 证 之 , 先 证 7 > 3 的 情形 . 
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在 等 式 (8.2.6), (8.2.7) 中 任 取 两 个 光滑 函数 g(&1), hE) 并 利用 定理 2.2.2 有 


/ svojae, | hee rt Oot 
R R 
- [ MESTE | oE + NCE 
R R 
= [s(n Be + = NCEA ae 


- [VEMTE + NEk 


上 述 等 式 对 任意 的 光滑 函数 g, h 成 立 , 这 就 蕴涵 着 


G(E1) [0é2 + (1 — 0)ulG(é2) — G(€2) [0é1 + (1 — @)ulG(Er) 
= GE) [62 + (1 — 0)ulG(é2) — G(E2) [OE + (1 — A)ulG (Er) 
=0(€2 — €:)G(E1)G(E2). (8.3.1) 


这 里 上 划 线 表示 关于 Young 测度 v 的 常 义 积分 ; 例如 ， 


GE) = /coe-odom 


把 等 式 (8.3.1) 改写 为 
o [au | /ww 
Fg | EE | Te Gel | (83.2) 
其 中 , &, & E C, C BAR 
o= U (putp) 
(pru)Esuppv 
的 任 一 连通 分 支 .我 们 断言 
当 7>3 时 , TS) 在 内 单调 非 增 . (833) 


记 fol€) = Ee, MR (8.3.2) 等 价 于 


ght £1) fo(&2) = 


we) we) 
alee TE) TE) } C39 


83 多方 气体 动力 学 系统 的 弱 解 -71 


在 上 式 中 令 © 趋 于 6 = 6 BALA 


uG(£) 
7 GO = z( me) - (8.3.5) 


值得 注意 的 是 , 等 式 (8.3.4) 的 右 端 在 分 布 意义 下 取 极限 没有 任何 困难 ， 因 为 
CO 在 ¢ 内 恒 不 为 零 . 然而 , 为 了 等 式 (8.3.4) 的 左 端 在 L20) 中 可 取 极限 , 需要 
fo(€) € I2(Re), 从 而 GCE) € L?(Re); 但 因 


1 
lOe =F f a-ran 


故 G(é) 的 L?(Re) 可 积 性 限制 了 y 的 范围 : y< 5. 为 了 说 明 等 式 (8.3.5) 对 所 有 的 
Y> 3 成 立 , 我 们 用 一 族 光滑 子 j* > 0 光滑 等 式 (8.3.4) 的 两 端 . 记 fa = fo * j“, W 


1 |uCléz) _ uG) | ,jo = 
&-& E EG | j~ (Ex) * j7 (E2). 


a a 因此 令 & = &1 = E 即 得 
1 E- _uG&) 

&-&| GE) G(&) 

令 a 一 0, 则 等 式 (8.3.6) 的 左 端 产生 一 个 负 测 度 , 因为 当 y > 3 时 1 一 9 < 0, 而 右 


0 uG® 
REF (ae gE) 这 就 证 明了 结论 (8.3.3). 

为 了 完成 这 一 情形 的 证 明 , 我 们 需要 下 述 两 个 引 理 . 

引 理 8.3.1 设 《 是 所 有 (pg,up) E supp v 确定 的 开 区 间 (wg — ph, us +p) 
之 并 , WNC 是 连通 开 集 , tC 是 一 个 开 区 间 . 

引 理 8.3.1 中 的 连通 性 并 不 是 显然 的 . 举 个 例子 , 车 v 的 支 集 只 包含 两 个 满足 


uy + pf < ur — pf 


的 点 (1, U1) 和 (02, u2), W C 由 两 个 不 相交 的 开 区 间 (ur — pl, ur +p?) 和 (ws 一 
p9,uz + p8) 组 成 . 
313 8.3.1 的 证 明 ” 设 从 属于 柯 西 问题 (8.1.1)-(8.1.2) 的 黏 性 解 序 列 的 Young 
测度 v 的 支 集 5 包含 于 其 最 小 的 特征 三 角形 : 
Za = {(p,u) : w(p,u) < wo, 2(p,u) > zo, p > 0}. 
显然 zo <z < w < w, 如 图 8.2 所 示 . HS 不 完全 包含 于 真空 直线 p = 0, 则 可 断 
言 直线 w = wo 与 z = z 的 交点 Py 一 定 在 S 之 中 , 即 


Po € supp v. (8.3.7) 


rah (61) fa (2) = 


o RO = 


| * J“ (E1) *j°(é2) lesze (8-3.6) 
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车 (8.3.7) 得 到 证 明 , 则 〈 就 是 开 区 间 (zo, wo). 


图 8.2 Young 测度 v 的 最 小 特征 三 角形 
车 函数 = h(p)e™ (k e Z+) 为 方程 (8.2.3) 的 解 , 则 


h" (p) = 67k? p73h(p). 


FAAI FREE 


(8.3.8) 


令 a(p) = pt, s = kp = kp’, I] h = alp)g(s) HAF (8.3.8) 的 解 当 且 仅 当 d(s) 


满足 经 典 的 Fuchsian 方程 
g'i) - (1+ 4) ds) =0, 


4-(y-1) 
其 中 ,y= Wap <0. 
方程 组 (8.2.4) 中 的 第 二 个 方程 是 
qu = Po + Uu- 
若 
m = h(p)e™, 
则 由 式 (8.3.10) 得 
(qk)u = ph'(p)e™ + kuh(p)e™, 
因而 相应 于 m BA 


ax =uh(p)e + [ph'(p) — Apjjesw/ 


E o(s) _ 7+1 
=m (+0 Ta): 
若 
n- = h(p)e™, 
则 由 式 (8.3.10) 得 


(qk)u = ph'(p)e“** — kuh(p)e™, 


(8.3.9) 


(8.3.10) 


(8.3.11) 


(8.3.12) 


(8.3.13) 
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因而 相应 于 n- BAB 


q-r=uh(p)e™™" + [h(p) — ph'(p)]e™*"/k 


= $(p) ,7+1 
=k (u 一 9p9 一 一 jr oy + aE 241) ë (8.3.14) 


于 是 多 方 气体 动力 学 系统 的 两 个 前 进 波 由 (8.3.11)，(8.3.12) 5 (8.3.13), (8.3.14) 
给 出 . 
我 们 可 再 次 运用 Frobenius 方法 得 到 方程 (8.3.9) 的 一 个 级 数 形式 的 解 : 


gls) = sr J ems”, 


n=0 


其 中 = ST > 0 是 方程 plp — 1) = 的 最 大 根 , eo 为 任意 正 数 , en 满足 
em = Geeta yee’ VNR 
容易 验证 $(s) > 0, $'(s) > 0. 
令 m = a(p)d(s)e, 则 利用 引 理 6.2.1 有 
= a(p)¢(s)e~*e*™” = ek * (el) +0 G )) (8.3.15) 
以 及 
non (oor (43-1) 252) 
=k (~ - we +O (z)) (8.3.16) 
X} p > 0 成立. 


类 似 地 , > n- =a(p)G(s)e—**, 则 
n-k = a(p)ó(s)e™ te"? = e7™ (aw) +0 (2)) (8.3.17) 


qQ-k=N-k (u- gp8 一 gp8 ($ - 1) +241) 


的) esas) 


以 及 


对 p >0 成立. 
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显然 由 式 (8.3.15) 和 (8.3.17) 给 出 的 nix EG, 因为 它们 在 真空 直线 p = 0 
上 等 于 零 . 利用 这 两 族 Lax A-R (8.3.15), (8.3.16) 和 (8.3.17), (8.3.18) 就 能 
证 明 式 (8.3.7). 我 们 用 反 证 法 证 之 . 假设 顶点 Po 不 在 suppv Z, 则 把 (nk, qtr) 
代入 测度 方程 (6.4.1) 得 


{0,94) _ (Usk) _ (Us Mek — =e) | (8.3.19) 


(un-e) (vs nk) (v, n-r) (v; Me) 
注意 到 j 
1kg_ 一 人 -kgk = ek(w (o -= M)a(p) +O (2)) 
以 及 (wo,z0) ¢ S, 


|(v, kg- — Wkqk)| < aget (00-70-80) 


对 适当 的 正常 数 ao, 50 以 及 充分 大 的 成 立 . 另 一 方面 , 存在 适当 的 正常 数 a1, a 
使 得 

hom) > aet, |v, ni)| > azet, 
这 是 由 于 5, 是 最 小 的 特征 三 角形 . 因此 


{Vi Nkg-k Nk)| — 20 sto 
ees 0 (k = 00). 8.3.2 
nom) Sma TO ES Cam 


现在 介绍 两 族 S 上 的 新 概率 测度 pi: 
(v, (v, hnsk) 
hg») = “(ymax)” 


其 中 , h = hipu) 为 任意 的 连续 函数 .显然 ut 和 uy 关于 大 一 致 有 界 . 所 以 根 
据 L 空间 的 弱 * 紧 性 , 存在 Q 上 的 概率 测度 jt 使 得 (u*,h) = lim (wig, h) 对 
{ue} 的 某 个 子 列 成 立 , 而 且 测度 p+ 集中 于 S 的 边界 , 确切 地 说 ， 

supp y+ = SN {(p,u):w=wo}, supp yp = SN {(p,u) : z = zo}. 
由 方程 (8.3.19) 的 左 端 得 


他 9- _ (v, qk) 
(vnr) (V,m) 


由 于 对 任何 点 P € suppu 有 M(P) > SE, TAEMA P e suppu 有 
(P) < EEE, piw 


> (W7, A1) = (ut, A2) (k — 00). 


(war) — (u+, A2) <0. 


这 与 (8.3.19), (8.3.20) 相 矛 盾 . 于 是 我 们 证 明了 (8.3.7), 从 而 完成 了 引 理 8.3.1 的 
证 明 . 口 
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引 理 8.3.2 it Ç= (zo,wo) 表示 引 理 8.3.1 中 所 述 的 开 连 通 分 支 , u = (z + 
wo)/2, 则 
lim CaG) >u lm Ea < uo. (8.3.21) 
cv G(6) 20 GE) 
证 明 ”根据 结论 (8.3.3), 我 们 可 考虑 单调 函数 C/G E E> w 与 一 zo 时 
的 单 侧 极限 . 由 于 使 得 G(p,é -— u) > 0 (E € (wo —€, wo)) 的 点 (p,u) 一 定 满足 


ut p 2Wwo-€, 
同时 这 些 点 还 满足 u 一 pe > zo, 所 以 


dim, ay > min{u : (p,u) € suppy, u + p° = wo} 
> wo + zo 
>= 
同 理 可 证 (8.3.21) 中 的 后 一 个 不 等 式 . 证 毕 . 口 
把 (8.3.21) 与 (8.3.3) 相 结合 即 知 UG/G 为 常数 , 所 以 由 等 式 (8.3.6) (FEO)? 
= 0 从 而 SEE) 在 v 的 支 集 上 恒 等 于 零 . 特别 地 , 令 a 一 0 有 
o- E 1-0, (pu) € supr 
这 表明 对 于 y> 3 的 情形 ，Young 测度 v 是 一 个 点 测度 . 
下 面 证 明 1 < y < 3 的 情形 . 我 们 用 另外 一 种 方法 来 归 约 Young WE, 对 这 一 
情形 给 一 个 相对 简短 的 证 明 , 但 需要 加 上 两 个 假设 : 
(41) 初 值 (po(z),wo(z)) 很 小 ; 
(A2) 柯 西 问题 (8.1.1), (8.1.2) RIRE (p° (x,t), ms(z,t)) 有 先 验 估计 pe(z,t) > 
c(t) > 0, 其 中 c(t) 与 < 无 关 , 但 可 能 会 因 t 一 oo 而 趋 于 零 . 
注 8.3.1 条 件 (41) 确保 黏 性 解 很 小 从 而 其 对 应 的 Young 测度 的 支 集 很 小 . 
关于 假设 (A2) 的 评注 请 参看 [44] 的 第 629 页 . 
IRIE (8.2.3) RZ KA (8.2.2), 构造 系统 (8.0.1) 的 四 对 弱 
TE: 


(m, )=(e, m), 
m? 
(m, 92) = (m Fo Pw) ， 
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(na, g4) = (s+ om Pls ds, = (2 +5 ° Peas) m? 
+6 (ro J FO) an r i Plas) ). 


v= (p,m), flo) = (mZ + PW), 
5= (Bm) = (v0), (rm), a= M/A, 


并 定义 


| Q(n) = nle) — n(@) — Valë) lv - 3), 
(8.3.22) 


Q*(q) = alv) — a) — Vn(@)(F(v) — f(0)), 
W (Qn), Q) 仍 是 系统 (8.0.1) I-AA, 如 果 (n, q) 是 系统 (8.0.1) AIHA. 
因为 对 固定 的 (x,t), 5 是 数量 向 量 , 所 以 
=p- =m- m, 
fa=m—m, G2 = pu? + P(p) — pu? — P(p) 


都 是 系统 (8.0.1) HHH. 
根据 (8.3.22), 有 


Ona) = Fou? — Spa? + Feo- p) - alm ~m) +e f Te 
zaf ENIE Peas POG) 
= Fou a)? + (p f Pi), 


Q"(as) = ~ a)? + (u= B) (P(o) ~ PO) 
tufo | Pas- 20-9), 
Am =6m f ZG 


2 
Q“ (a) = (6u?p + 6P(p)) f Pase EO i 
id 5 
6aP() 
Z 


) ds + plu — 3)? (u + 20) — Tp) (e - 3), 


+3P(p)(u? — a?) + up(u — @)?(u + 2a) 一 (m 一 而 ). 
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W (jis, 43) = (Q(n3),Q*(a3)), (Has Ga) = (Qla), Q" (44), 则 (ñs, 43) 和 (ña, Ga) 
也 是 系统 (8.0.1) AHR. 对 于 多 方 气体 即 P(p) = cpr (7 > 1) 的 情形 , 容易 验 
证 (fi, &) (i = 1 2,3,4) 均 满足 Hoe 紧 性 , 因而 它们 满足 测度 方程 


人 ) = 


(vii - iå) = (v, (P(o) — P(D))( 一 同一 地 一 到 2?5p) = 0, (8.3.24) 
(v, ings — hå) 
n 
=(% (uD -DP ~ Plu — a) / 和 je- 地) 


(ik) (wä) 
(i) ma) 


h & 


ee (l<i<j<4). (8.3.23) 
mG 


利用 (8.3.23) 得 


=0 (8.3.25) 
UR 
(v, tnd — fad) 
= (¥,3(0 — p)[2Q1 + (u? — a?) P(p)] — pp(u — ā)? (u + 2%) 
p 
—6ppu(u — ü) f PO) 4s) 
=0, (8.3.26) 
其 中 


P P| P P? 
Q= ro f Pas 一 J Fas 
用 (8.3.26) — 6% x (8.3.25) 有 
0= (»,3(p— P)[2Q1 + (u — a)*P(p)] — polu a) 
—67p(u — a)? J : PO) as). (8.3.27) 
从 (8.3.25) 可 推出 
(niau 8) ) = (n u-i- APC) — polu—a) [ FP). 
故 运用 测度 方程 


(v, finds — Tsg) = (v, fia) (v, G3) — (v, fis) (v, G2) 
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即 得 
=(v, pu? — pa?) (» satu =p + f Zoas) 
+o, P(O) U, Qa) — (vs P(0)Q2) 

+ PO) olu- a)?) — 5 (v, pP(o)(u—a)?) 
+(v,p(u— a)(P(p) ~ PD))), 

其 中 


HF p > po > 0, 所 以 所 > po >0. 定义 


Oi = (v,O((u — a)*(p — py’), 


则 经 过 简单 计算 , 有 
fis = satu — i)? + Pag- 5)? + O21 + Oos, 
j= 号 加 -可 -月 + Og- pp 
+3āp(u — ü)? + O21 十 De + O12 + Oos, 
=P- a-a + EP- p 
+2 —t)? + On + Pe + O30 + Oos, 
以 及 


a= (POPE sO) (pp 


+ (sap) += ae) (u-a\(o-p) 


ag? 


+3(pa? + P(p))(u — a)? + O30 + O21 + O12 + O03. 


从 (8.3.27) 可 推出 
lv, (zan +PP _ raro) -由 


teria b-p 


十 Oo5 + O41 + O23 = 0, 


~ P(u—a)* — 3P(P)(u ~ 0)? (o — p)) 


(8.3.28) 


(8.3.29) 


(8.3.30) 


(8.3.31) 


(8.3.32) 


(8.3.33) 
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sMs 


而 从 (8.3.28) 可 推出 
(FP + iro) -a 
+ (FO Ero) mo-a- 
4 2P2(0) = pte wo- 
ZOPO e p-a 
Por 
25 


+ 本 (一 可 + 
+50P "(ayes (0 — a)(u—a)?) -EO v-a) 


+021029 + O20003 + O02003 + O21002 + Oos + O23 = 0. 


于 是 由 (8.3.33) + (8.3.34) x Sr 得 


(25a Z P(P)P"(5) _ P' ara) 
27? PP 


人 (一 站 


POTO t,o- 


+ (F2 4 POTD) (oslo an (u- a) 


+0, (p= Blu =) + OM o (u = a)? 


=° {v, (u — ā)*) + Oos + O41 + O23 
+021020 + O21002 + O20003 + O02003. 


直接 的 计算 表明 
(sod — fads) 
= (n 50P(o)(u— ay 
40P (Alu 0) + 6Q1Q -30u -0 f Fa 


-opu -0a f Pas — a(0— pu ~ a) Pp) 
3 E 
= (v, 35P(D(u 一 可 一 


POPC) 4 -azo- 六 
ee = a) + On + O23 + Oos- 


(8.3.34) 


(8.3.35) 
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因此 由 式 (8.3.29)~(8.3.32) 及 测度 方程 


(v, fis — ads) = (v, Mis) (v, da) — (v, ña) (v, G3) 


(8.3.36) 


得 
(n japu -at - PEPO u- ato- pp + POET), pt) 
= Soran (u- ayy)? + OPO) o- a 
PAPO), (9 — Pio (u = 0)? 
-EZOPO (p- Du ~ 0) + Error, 
其 中 , Brror 表示 商 阶 误差， 


Error = O41 + O23 + Oos + O20030 + O20021 + O20012 
+0290o3 + O02030 + O02021 + O02012 
+002003 + 011021 + 011012 + O11030 + O11003. 


现在 令 P(p) = k?p (1 < Y <3), 则 由 等 式 (8.3.31) 和 (8.3.36) 得 
Tkg, (o - B) + Slo? = Nk, (0 — p)? 
+5 + DR (o, (p — PP) (u = 0)?) 
+ (p= Pw) + Po (uo) 


=7° (v, (一 而 人 + Oos + O41 + O23 
+021020 + 021002 + O20003 + O02003 


(CE EE Pe) 

= FEO (os (u = 0)? + ZKP n (9 — 9)? 
+3ykp 2(v, (p — p)?)(v, (u — @)?) 
— 64k P 2(v, (p — Plu — 0) + ZKP v, (p— p)") 
+Error, 


(8.3.37) 


(8.3.38) 
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2y a 
所 以 计算 (8.3.37) x EP + (8.3.38), 有 
3-7 Kp (v, (u — a)*) 
“OG +1) 
ty Uo- A) 
-1 y Bp ((v, (u — @)?))? 
+ Fs, (oP) 
十 67K4527 -2((z (u — i)(p — p)))? + Error. (8.3.39) 
车 1 < 7 <3, 则 根据 柯 西 不 等 式 
(人 (一 下 ) < (v, (p ~ p)*) 
可 由 (8.3.39) 推出 
vce ~ A p+ v, (u — a) 
+ v, (o= p) 
HITRE aa 
+6yk*p?"~?((v, (u — ā)(p — p)))? + Error 
<0, (8.3.40) 


这 蕴涵 着 
Cı (v, (u—u)*) + Ca(v, (p — p)*) < 0 


对 两 个 适当 的 正常 数 Ci 与 C 成 立 , 当 v 的 支 集 充分 小 时 , 它们 只 依赖 于 k,， 万 和 


y 因此” 是 Dirac WE, 它 的 支 集 只 包含 点 (9,0). 


车 = 3, 则 首先 由 式 (8.3.40) 得 到 v 集中 在 直线 p = p E, 然后 再 把 它 归结 


到 点 (2,5), 因为 我 们 可 从 式 (8.3.24) 推出 


(v, (u = 8)?) = yk (v, (p — p)) + O21 + Oos. 


所 以 当 1 <7 <3 时 , Young 测度 也 是 Dirac 测度 . 
根据 补偿 列 紧 理论 , 定理 8.3.1 获得 证 明 . 
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8.4 河流 方程 组 的 广义 解 


作为 定理 8.3.1 的 应 用 , 下 面 研究 河流 方程 组 , 即刻 画 河流 的 垂直 深度 p 和 平 
均 速 度 u 的 数学 模型 


| pe + (pu)z =0, 
(8.4.1) 
(pu) + (pu? + P(p))2 + a(z)p + cpulu| = 0 
AAT 
(p(x, 0), u(x, 0)) = (po(z),uo(z)) (po(z) > 0) (8.4.2) 


的 柯 西 问题 , 其 中 函数 a(z) 相当 于 地 形 的 坡度 , cplu| 相当 于 磨擦 力 , c 是 非 负 常数 . 
考虑 相应 的 抛物 型 方程 组 


{ pt + (pu)s = spzz， a 
(pu)e + (pu? + P(p))s + a(2)p + cpulul = e(pu)zz = 
带 光滑 初 什 

(H(z, 0), (pu) (2,0)) = (05 (@), pi(z)us(z)) (8.4.4) 


的 柯 西 问题 , 其 中 , (p5(z), p§(z)u5(z)) 由 式 (8.1.3) 给 出 . 

类 似 于 定理 8.3.1, 有 本 节 的 主要 结果 : 

定理 8.4.1 设 |a(z)| < K, 初 值 (oo(z),auo(z)) 有 界 可 测 且 po(z) > 0. 如 果 函 
数 P(p) € C7(0,00) 满足 P'(p) > 0, 2P'(p) + pP"(p) > 0, 并 且 


æ [Pio d [P 
f Pap =o, f EPa, Vd>0, 
d 0 


那么 对 任意 给 定 的 < > 0, 柯 西 问题 (8.4.3) — (8.4.4) HEM (p°, pout) FAL 
满足 


0< clest) < ø (2,t) < MO), luf (z, lim < M), (8.4.5) 


其 中 , BH M(t) > 0 在 [0,co) 上 连续 ，c(e,t) > 0 可 能 会 因 E 一 0 或 t 一 00 而 
趋 于 零 . 进一步 , 对 于 ?7 > 1 的 多 方 气体 即 P(p) = ko 的 情形 , 存在 各 性 解 的 子 
列 {(p* (x,t), F (x, t)u® (x, t))} 几乎 处 处 收 化 于 柯 西 问题 (8.4.1)-(8.4.2) 的 一 个 整体 
BA (0(z, t), p(x, t)u(z, t)). 
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证 阴 ”完全 相似 于 定理 8.3.1 的 证 明 , 只 要 得 到 LO 估计 (8.4.5), 就 能 用 前 面 


几 节 介绍 的 紧 性 框架 完成 本 定理 的 证 明 . 
分 别 用 (wp, wm) 和 (Zp, Zm) (Z = 一 z) 乘 方程 组 (8.4.3) 得 


we 十 M2wz + a(z) 十 Mel wy —2) 


2e € 
三 EtWzrz + 一 pztUz 一 — = 
za + [Polls IPO) 


2e 
S<EWzz + peeves 


QP’ + pP”) 


十 和 zr — a(z) + dzw) 


2 € 
=€2z2 — —pr2z — — = 
zs- Paks — > BPO) 


= 2e 
[SEZs 一 p Pate 


(2P' + pP” )pz 


作 变 换 
w=X+Kt, z=Y+Kt, 


其 中 , K 是 函数 a(z) 的 界 , 则 由 (8.4.6), (8.4.7) 有 


Xit doXe+ tly _Y) < eXss+ Z peXn 
Yet Ye + Sly — x) < ¥en ~ Spey, 


以 及 
X|r=0 = wļ=0 < Mi, Yit=-0 = Žle=0 < M, 


其 中 , 常数 Ni 只 依赖 于 初 值 (po(z),uo(z)) 的 L 范 数 . 
下 面 将 应 用 极 值 原理 证 明 


X(e,t) < N, Y(z,t)< M, Y(z,t) €R x [0,7]. 


这 蕴涵 着 
w<M+Kt, z>—Ni—kKt, V(z,t)€ Rx [0,7], 
从 而 pt 与 vs AFH. 
为 此 , 作 下 述 变换 
Z= x- m -NEELA Pay- m - NECLA, 


(8.4.6) 


(8.4.7) 


(8.4.8) 


(8.4.9) 


(8.4.10) 
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其 中 , C, L 为 正常 数 ; N AX, 了 Rx 0,7) 中 的 上 界 (依据 局 部 解 的 性 质 ， 
N = N(T) 存在 ). 由 (8.4.8), (8.4.9), 我 们 容易 看 出 函数 X SY 满足 不 等 式 


Xt + r2Xe + dilg -Y)+ (cre +2A2T — 2e — Eps) 


B 
SeXzz + Z poke (8.4.11) 
以 及 
Ý, +M, + dy -X)+ (cue 十 2Aiz 一 2 十 Ersa) pA 
<eYes — Z pY (8.4.12) 
而 且 
Xo(z) = Xo(z) — M 一 他 <0, Yo(x) = Yo(x) -Ni— oN <0, (8.4.13) 
X(£L,t)<0, Y(+L,t) <0, (8.4.14) 
这 是 由 于 NA X, Y 的 上 界 . 
从 (8.4.11)~(8.4.14) 可 推出 
- X(z,t)<0, ¥(z,t)<0, V(z,t) € (-L,L) x (0,7). (8.4.15) 


下 面 用 反 证 法 证 之 . 假设 结论 (8.4.15) 不 成 立 , 令 
t= sup{t: X(x,r) <0, Y(z,7) <0, Y(z,7) € (-L, L) x [0,t)}, 
则 由 函数 的 连续 性 , 存在 (2,1) € (-L, L) x (0,T) 使 得 X2, =0, Y2, <0 R 


# Y(2,0) = 0, Ž(2,) < 0. 不 妨 设 X (2,0) = 0, Ý(z,5) < 0, WHER (2,8) 处 ， 
X20, X2 =0, Xex < 0, 因而 


Xi + A2Xe — eXzz 一 = poke > 0. (8.4.16) 
然而 由 局 部 解 pe 的 性 质 , 可 选取 充分 大 的 C 使 得 
Cle! + 2ror — 2e — Eps >0 (8.4.17) 


在 (-L,L) x (0,T) 内 恒 成 立 . ER (8.4.16), (8.4.17) 与 (8.4.11) 矛盾 , 所 以 结论 
(8.4.15) 成 立 . 因此 对 任意 (zo,to) € (—L, L) x (0,T) 有 


2 to 
X(zo,to) < Ni 十 Mtt glen) 


2 ti 
+ Y(zo,to) < Ni + FEREC) 


在 上 式 中 令 工 一 co 就 产生 我 们 想得到 的 估计 (8.4.10). 证 毕 . 口 
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8.5 等温 气体 动力 学 系统 的 弱 解 
本 节 我 们 讨论 等 温 气体 即 y= 1 的 多 方 气体 动力 学 系统 


{ pe + (pu)z = 0, 
(pu): + (pu? + p)z =0 


带 有 界 可 测 初 值 
(o(z, 0), p(z, O)u(z, 0)) = (po(z),po(z)uo(z)) (oo(z) > 0) 


的 柯 西 问题 整体 弱 解 的 存在 性 . 
经 过 简单 计算 , 系统 (8.5.1) 的 两 个 特征 值 为 


m= 2-1, »= 741, 
p p 
其 相应 的 两 个 右 特征 向 量 为 
ti = (A)T, ra =(1,2)", 


1 1 
VNri=--，V)a.rz= 二 ， 
1 1 P 2 2 ? 


(8.5.1) 


(8.5.2) 


其 中 , m = pu 表示 动量 . 因此 系统 (8.5.1) 真正 非 线性 , 但 在 p = 0 上 非 严格 双 曲 ， 
这 是 由 于 速度 u 的 无 限 性 . 这 个 奇 性 是 处 理 系统 (8.5.1) 的 主要 困难 之 一 . 此 外 , R 


统 (8.5.1) 的 两 个 黎 曼 不 变量 为 
w(p,m) = pe*, z(p,m) = pe? . 
SEPARA ERD 
pi + Ma = Epzz, 
| m+ (= +o), = emzz 
带 光 滑 初 值 
(oC, 0), m(z,0)) = (96 (2), m5 (2)) = (0§(2), 06 (z)u§ (2)) 


的 柯 西 问题 , 其 中 (pi(z),pi(z)ui(z)) HR (8.1.3) 给 出 . 


(8.5.3) 


(8.5.4) 
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引 理 8.5.1 设 初 值 满足 
0 <po(t) <M, po(z)|uo(x)| < po(z)(M + |Inpo(z))), (8.5.5) 
则 对 任意 给 定 的 = > 0, 柯 西 问题 (8.5.3)-(8.5.4) HEIE (°, m) 全 局 存在 唯一 且 
满足 
O<cle,t) < p(s,t) <C, ms(cblspoclcb(C+lnprtz)， (8.5.6) 
其 中 , BH c(e,t) > 0 可 能 会 因 = 一 0 或 上 一 co MAFR, 常数 C > 0 只 依赖 


FM. 
证 明 用 Vw(p,m) 和 Vz(p,m) 分 别 乘 方程 组 (8.5.3) 得 


we + Mwz = Ewzz — EWU < ewzz, 
Ze + Aize =EZzz — EZU $ Ezaz, 
因而 由 极 值 原理 和 (8.5.5), 容易 验证 
Di = {(p,m) : w(p,m) < N, 2(p,m) < N} 

是 方程 组 (8.5.3) 的 不 变 域 , 它 与 图 8.1 中 的 Dy 有 着 相似 的 形状 , 其 中 N 为 适当 大 
的 常数 . 这 蕴涵 着 wo, m°) < N, z(p5, m5) < N. 因此 由 定理 1.0.1 BIER AY 
先 验 估计 (8.5.6) 及 其 存在 性 . 证 毕 . a 

现在 构造 系统 (8.5.1) AML. 根据 式 (8.2.2) , 系统 (8.5.1) AIHA (N, q) 


满足 
do = Wp + pe du = Pp + Uu- (8.5.7) 


从 (8.5.7) 消去 q BN AT PE BIG FE 
1 


Nop = pu (8.5.8) 
车 n= hlo" 为 方程 (8.5.8) 的 解 ,其 中 上 为 常数 , 则 
2 
Hp) ~ ap) = 0. (8.5.9) 
显然 h(p) = p! 是 方程 (8.5.9) 的 解 , 其 中 ! 满足 1(1 — 1) = k?. 
我 们 在 复 空间 中 考虑 参数 k. 4 k= ite eC), Mi= se 从 而 得 到 
系统 (8.5.1) AE: 
n= pT er = wz, q= (u+ EM, (8.5.10) 
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显然 这 些 粹 作为 E 的 函数 在 C\{-1,1} 上 解析 . 式 (8.5.10) 中 包含 两 类 由 新 的 复 变 
量 确定 的 焙 . 根据 定义 , n ESANA 
1 1 
Re 5025 > 0， Re F8 >0. 

BI €€ A= {€€C:-1< Reg <1}. 

事实 上 , TUAR (8.5.10) 得 到 更 多 信息 . 若 在 实 空间 中 考虑 E, 则 由 式 (8.5.10) 
FE ARETE RE Ti AY SZ EAR, 即 

引 理 8.5.2 ”对 任何 p(5) E€ CP(-1,1), 


1 
n= f oewang, 
2 1 
a= vOut Quan zmag 


是 系统 (8.5.1) 04 HTH. 
在 本 节 中 , 下 述 所 有 的 粹 - 炉 流 均 由 式 (8.5.10) 给 出 . 我 们 验证 系统 (8.5.1) 的 
SL Hol 紧 性 . 
引 理 8.5.3 ik (pf, m®) 柯 西 问题 (8.5.3)-(8.5.4) 的 解 , 则 对 任何 E € (-1,1) 
有 
n,m + alm"): Æ Hpi PK. (8.5.11) 
证 明 WEE (-1,1), 则 直接 的 计算 表明 : 


2 
Mop = et — 2éu + u?)p7 tet ere" > 


2 2 
Nom = ame -upa eTa", 
= g Sa 1 ere" > 
Timm = raya? 
因而 
Noptimm — lpm = rip ae ert" > 


这 表明 当 E € (-1,1) 时 7 严格 凸 , 从 而 (8.5.11) 获 证 . 证 毕 . 口 
设 vee 是 从 属于 黏 性 解 序列 的 一 族 Young 测度 . 不 失 一 般 性 , 我 们 固定 (zt) 
而 只 考虑 一 个 测度 v. 令 
mwm, q= (u+), 


m=w DTR, q= (u+ Ea), 
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则 根据 引 理 8.5.3 和 定理 2.2.2 有 
(v, qim2 — qam) = (v, qı) (v, n) — (v, g2) (v, m) (8.5.12) 


对 任何 &, & € (1,1) RX. 

下 面 证 明 v 是 点 测度 或 集中 于 真空 . 为 此 ， 我 们 将 通过 解析 开拓 定理 证 明 
(8.5.12) 对 任何 &, & € C\{-1,1} RL. RAZ, 我 们 将 对 所 有 的 弱 炳 与 强 烂 
建立 卷 积 关系 (8.5.12), 尽管 目前 尚 不 知道 强 炉 是 否 满足 Hoe 紧 性 . 

因为 w, z AR, 所 以 在 wOz 平面 上 讨论 (8.5.12) 比较 方便 . 设 


Q = {(w,2) :0 < w- < w $ w+, 0 Ș z- S z S z+} 
是 包含 suppr 的 最 小 特征 矩形 . 容易 看 出 : F w+ = 0 或 z+ =0, 则 Q 包含 于 真 
空 . 所 以 我 们 假设 w- < Wh, 2— < Z4. 
& & =1- x 则 om =m = wet, HER (8.5.12), IE SA-A 
(mq) 有 
(v, gnn — qm) = (v, qn) (v5 n) — (v, g) (v, nn). (8.5.13) 
定义 概率 测度 p: 如 下 : 


Gees) = fin, WE), vh e CR. 
易 证 js 的 支 集 包含 于 直线 w= w. 另 一 方面, 由 等 式 (8.5.13) 得 


(van = an) _ (Vs dn) 
(v, In) (v, Mn) 


(v,n) — (v, 9)- 
在 上 式 中 令 m 一 co 有 
(uz,4 — Aan) = (9 一 对 7)， (8.5.14) 
其 中 , 对 = (dey Aa) 是 有 限 数 , 尽管 de = ut = YI + 1 可 能 趋 于 无 穷 , 事 
实 上 , 等 式 (8.5.14) 的 左 端 有 限 而 (wn) > 0, BOAT 有 界 . 同 理 , 令 &1 = -14 去 有 
(Hwg — Arm) = (vq — At), (8.5.15) 
其 中 , AT = (uo. A1), 概率 测度 po 定义 如 下 : 


(Hw, h) = lim (vy hwo 2") 


noo (v, wm= zn) " 


把 等 式 (8.5.14) 5 (8.5.15) 相 结合 ， 


VvVh € Ce(R?). 
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引 理 8.5.4 ik n= uazmcgzzasg,g= (u+ E)n, MAEM EC (-1,1) 有 
v, mo 
oj- Dh- (1+8) (uu, (=)"* ) 


+(1-€) (us (2)""). (8.5.16) 


利用 引 理 8.5.4 即 可 证 明 v({p > 0}) = 1. 事实 上 , 根据 py 和 jz 的 定义 , 容易 
验证 jw({w > 0}) = pz({z > 0}) = 1, 因而 式 (8.5.16) 可 改写 为 


o — aD ges = (m0 +6) (E) -下 ) 


+ (us -8 (5 -1]) +2 


4 Im f> 0 
(Af -APMP > 09) = -5 (mon) A (umn 2) +2 
= 对 一 对， 
这 是 由 于 (peinau+) = (uz, 1n w+) = nw, 0 < Ir = <1. 所 以 v({p > 0}) = 1. 


因为 函数 (v7), (Hw, wT) 以 及 (us, 27S) 都 在 4 内 解析 , 而 式 (8.5.16) 
对 E € (-1,1) 成 立 , 所 以 根据 解析 开拓 定理 , 式 (8.5.16) 对 所 有 €c 4 成 立 . 现在 
证 明 式 (8.5.16) 对 任意 € € C\{—-1, 1} 成 立 . 
定义 概率 测度 fi, 如 下 : 
N _ p (vy, hw") 
(Bz,h) = lim ww)? 


则 易 证 supp Az C {(w, 2) : w = w+}. 此 外 , 对 任何 he Ce(R2) 有 


VheC.(R?), 


(vy, hw" 27) {v,w") 


be 
(Bz, hzż) 
= Bahzi) 8.5.17 
(fiz, 24) i 


这 表明 (uz, 27079) 在 区 域 


1 
a= {83 Rema’ “al 
内 解析 . 同 理 可 证 , (1, w0) 在 区 域 
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1 

a= fe: Rea >a] 

内 解析 . 于 是 式 (8.5.16) 的 右 端 在 
m= {eC Regn >-], Regi >t} 
£ ae 4’ 2(1 - £) 4 

内 解析 . 接 下 来 证 明 式 (8.5.16) 对 任意 

EE o= {E EC: |El > 3} CM 
成 立 . AA n = waone 可 能 在 Po 内 无 界 , 所 以 先 需 要 说 明 (v,n) 对 任意 


ee Po 有 意义 . 
直接 的 计算 表明 
rewa (2) (E) G sjes 人 
s aA (ARE R a 
& 
œ (n—-h 2. ei 1 2j 
x pa (5) 
w 


> 1 
1+ Cc w4 a 
x L 2 l+j-1 DE a 
S cop(w, z) 
=) 2. rea 
p=0 


注意 到 In -+In 之 <0, 有 
W+ Z4 


cop(w,z) > 0, Y(w,z) € suppv. 
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因此 由 式 (8.5.16) 得 
OT — AT), F(E; w, 2)) 
= (Hwy f(E; w, 2)) + (Hz, f(E; w, z)) 


e- 
HTH) ea 


与 式 (8.5.18) 相似 , 把 式 (8.5.19) 中 的 最 后 两 项 展开 成 Laurent 级 数 . 经 过 简 


单 计算 , 有 
OO 


cme ein ge 
-= a (8 -em )]| 


w 
gl 
大 一 + 
14+ | Ore En 
m=1 | k=1 
w \25+1 
oo l = na 1 
x > cP, at oe 
名 = 1 +D |E 
w 
= bn (=) 
= oe (8.5.20) 
p=0 


显然 tag (EE 2) 20. 由 式 (8.5.17) 知 (pu, F(E; ms 2)), (ogl: w)) (sey I(E; 2)) 以 及 


(uss f(E;w, 2)) 在 m 内 解析 , 因而 (jew, capl, 2)), (uuta (2) (uestoo E) 


以 及 (uz, cop(w, z)) BAF. 
选取 EER, |El > 3, 则 由 Levi 引 理 得 


(Hw, f (Es ws 2)) = = see sae (8.5.21) 
(uz, f (Ew, 2)) = x ee (8.5.22) 


p=0 


第 8 章 BAA DSAA 
mra (E) 
(rete (SE) (8.5.23) 


(Hz, 9($; z)) = > (onto (E), (8.5.24) 


这 是 由 于 cap(w, 2) tm» (2), hap 2) >o. 于 是 VD ae ta 


.92 . 


绝对 收敛 , 因为 (Hw, f(E w, 2)) 在 Ro 内 解析 ; 
porto (Se) 


同 理 yee, ye n ; 
p 
TE m TEA 因此 由 式 Tas 5.16) 及 (8.5.18)~(8.5.24), 有 
œ ( Hw, C2p(w, z) pass 


Sy (Ce ss = i) (8.5.25) 


在 4 内 成 立 . 定义 
gh (w, 2) = (—1)?n? (ros Se næla) 


& 
Pts S27) eg+. (8.5.26) 


=a ne(s=P) ° 


s=p 


易 见 gS (w,z) > 0 并 且 当 n 一 oo 时 收敛 于 cop(w,z). 由 于 co(w,z) = 2, 所 以 


(v, co(w,z)) 有 定义 , 而 且 


(at at eeolw,2)) 
= (nc + ho (= )) + (enote + ho (2). 


假设 tw cas(w,z)) (0 < s <p 一 1) BARMAN 0<s<p-1# 


OF -aP eos(w, 2) 
CRATE (EE))+ (incesto tta (EE)). (@5.27 
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下 面 证 明 (v, cop(w, z)) 也 有 定义 且 式 (8.5.27) 对 s = p 成 立 . 
利用 (8.5.25), (8.5.26) 易 证 极限 lim (v, gS (w, z)) FE. TÆ, 应 用 Fatou 引 
BA 


(vs czp(w,2)) < lim (v, g% (w, 2)). 
把 这 与 (8.5.27) 相 结合 即 得 
(AZ — AÑ (v, cap(w, 2)) 
< (musconu + hag =) + (unseat) + hap (Z) Y. 
据 此 , 用 反 证 法 易 证 (8.5.27) 对 s = p 成 立 . BAR, 假设 
(对 一 过 )oo cop(w,2)) 
< (scape + hop (=)) + (CRA z) + hap (2) ) x 


由 于 of (w, 2) = cap(w,2) — Spa (w,2), 所 以 
(ad -AD (n Ze0f (an 2)) 
= (Af = AE) cmt 2)) — (pews cone + hap (=)) 


= (became 2) + hop (2)) 


> (1)Ptetl (morente 2) + ha, (sy) 


ae n2(s—p) 
= 
2 (uzrelo) + hae (2-)) 
一 1yP+s+1 十 
+5 (-1) pa 


s=p+1 


这 就 蕴涵 着 

m (ngho) <0, 
5 g?\(w,z) > 0 矛盾 .至 此 , 我们 用 数学 归纳 法 证 明了 (v,cop(w,z)) 对 所 有 
p e N 有 定义 且 满 足 等 式 (8.5.27)， 因 此 Laurent 级 数 Dt) 在 D 


收 全 
现在 构造 一 列 在 {(w, z) : w > 0,z > 0} 内 收敛 于 f(&;w,z) 的 > 可 测 函 数 


m 


MEn) =D A, 


2p 
p=0 
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因为 
v, Cop(w, 2)) 


leP? 
所 以 由 Fatou 引 理 有 f(é&;w,z) € L(dv) (VE € Q)(L(dv) 表示 工 可 积 ). 特别 地 ， 


(v, |fm(Ew; 2)|) < = <œ (VEE ñ), 


Wz +z wat € L(dv) 


对 任意 0 <a < 5 成立. 因 此, 再 次 应 用 解析 开拓 定理 , 式 (8.5.16) 在 区 域 向 内 
成 立 . 
任 取 常数 ce (o, i), 定义 概率 测度 js WF: 


(psh) = lim 人 ha 


2 
nooo (v, wz) ’ Ve CR"), 


则 有 
(vyhw™2zT)  (v,whz~*) 
(Hz,h) = lim munz ay Em ur unze) 


(His hz#+0) 
(azztte) 


利用 先前 的 讨论 , 易 得 式 (8.5.16) 对 任何 


semh= {tec:k> rin a 


1 1 1 
CHA= {eec: Rost > i” a Regt >-j-a} 


成 立 . 重复 上 述 过 程 即 可 得 到 式 (8.5.16) 对 任何 


semh= {sec: [| > ae a 


cm = heec: Rest ka, Re 


1 1 1 1 
2178 > 4 “~ Rage > a) 
成 立 , 其 中 大 是 任意 非 负 整数 . 因此 有 

引 理 8.5.5 ARAM (8.5.12) 对 任何 &, f € C\{-1,1} RÈ. 

利用 引 理 8.5.5 可 推出 本 节 的 主要 结果 : 

定理 8.5.1 设 初 值 满足 


0 < polz) <M, po(z)luo(z)| < po(z)M + |In po()|), 
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则 柯 西 问题 (8.5.1)-(8.5.2) 存在 一 个 整体 弱 解 (p, pu) 满足 
0< plz,t) <C, |pu(z,t)| < plz,t)(C + |In p(z,t)|), 


其 中 , 常数 C > 0 只 依赖 于 常数 M. 
证 明 ”在 等 式 (8.5.12) 中 令 & =1- È &=1+ 去 得 


(v, a(E1)n(E2) — a(&2)n(Er)) _ (v9(€1)) _ (v a(€2)) 
(v, n(&a))(v, n(&2)) (v,n(&)) (Ys n(2))’ 


从 而 令 m 一 co 有 ies 
n (v,q(é2 
te (on(é2)) 


另 一 方面, 在 等 式 (8.5.12) PS EA, 6 = 14 z, 类 似 于 式 (8.5.14) 的 证 明 , 有 


=f. (8.5.28) 


(4-24 — Aan) = (v,q — AEN) (8.5.29) 
这 是 由 于 (8.5.28), 其 中 概率 测度 p 由 下 式 定 义 : 


(v, hw-"z m+) 


(H-2)h) = lim ‘Garren’ he C.(R?). 
容易 验证 p- 的 支 集 包 含 于 直线 w =w. 
由 式 (8.5.14) 和 (8.5.29) 可 推出 
(214 — Aan) = (4-219 — Aan) (8.5.30) 


对 任何 Eee 4 成 立 . 4 n= wzm, q= (e+1- x) n, 则 由 式 (8.5.30) 即 得 
wh (e277) = w” (ps 27), 


ATE n 一 co 就 有 w- = w+. 同 理 可 证 z = z+. 所 以 v 是 点 测度 或 集中 于 真空 . 
根据 补偿 列 紧 理论 , 存在 黏 性 解 的 子 列 {(o*,psus)} 使 得 


(P (z,t), p° (z, tju" (2,t)) = (p(x,t), p(z, t)u(z,t)) (一 0)， 


其 中 , (p(z, t), o(a, t)u(x, t)) 是 柯 西 问题 (8.5.1)-(8.5.2) 的 弱 解 . o 
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8.6 一 般 的 等 烂 气体 动力 学 系统 
下 面 构造 一 列 正则 双 曲 系统 


{ pi + (-26u + pu)z =0, 
(pu). + (pu? — ôu? + Pi (p, 8))z = 0 


SRE SH UAB FRB 


{ Pt + (pu)z = 0, 
(pu): + (pu? + P(p))2 = 


其 中 , 5 > 0 为 正则 扰动 常数 , 扰动 压强 
Piipa) = [SP 
函数 P(p) € C?(0, 00) 满足 
P'(p)>0, 2P"(p)+pP"(p)>0, Yp>0. 
经 过 简单 计算 , 系统 (8.6.1) 的 两 个 特征 值 为 
2 Vp wame- 2-8 Vn, 


P 
其 相应 的 右 特征 向 量 为 


rı =(l,u— VP'(o)T，ra= (Lu+WVP'(o))T. 
系统 (8.6.1) 的 两 个 黎 曼 不 变量 是 
~ Pe) ds, z(p,m)= mz P VPS) 4, 


pt 26 Pp 35 OS 


其 中 , m = pu. 此 外 


w(p,m) = 


Và -rı=-- V P'(p) - 


z T SFO 


Va ra EVP + 2 ie 


P 2p2,/P"(p) 


5 oP" (p) + pP"(p)), 


(8.6.1) 


(8.6.2) 


(8.6.3) 


因此 对 固定 的 5 > 0, 系统 (8.6.1) 在 区 域 p > 26 内 严格 双 曲 而 在 p = 26 上 非 严格 


双 曲 ; 并 且 两 个 特征 场 都 在 区 域 p > 25 上 真正 非 线性 . 
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考虑 相应 的 抛物 型 方程 组 
{ pt + ((p— 26)u), = epzz, (8.6.4) 
(pu)s + (pu? — õu? + Pı (p, 5), = €(pu) az 
带 初 值 
(p(x,0), u(z,0)) = (polz) uo(z)) (po(z) > 26) (8.6.5) 
的 柯 西 问题 有 


定理 8.6.1 ” 设 初 值 (po(z),vo(z)) 有 界 可 测 且 po(z) > 26. 如 果 函 数 P(p) E€ 
C?(0,00) 具有 定理 8.1.1 中 所 描述 的 一 切 性 质 , 那么 柯 西 问题 (8.6.4)-(8.6.5) HH 
性 解 (p° (x,t), ue" (x,t) 全 局 存在 ,并且 满足 


25 < pi(z,t) <M, |u(zx,t)| < M, (8.6.6) 


其 中 ,常数 M > 0 只 与 初 值 的 LO 范 数 有 关 ; MEAABEMHFA {pie(z,t， 
u(x, t)} 几乎 处 处 收敛 于 柯 西 问题 (8.6.1)-(8.6.5) th — 43H ME (5 (x,t), u’ (z, t)). 

证 明 ”首先 证 明 黏 性 解 的 全 局 存在 性 . 分 别 用 (wp, wm) 和 (zp, 2m) 乘 方程 组 
(8.6.4) 得 


2e E 
we + Mwz =EWzz + pe” = PD Byer + pP"\p>, 
2e 
Zt + Aizen = E222 + 万 pz 和 十 UPON (2P' + pP" "p? 


由 P(p) 的 性 质 有 
2e 2e 
we + Agwe < EWzz + pee % 十 和 lzz > E222 + F= 


于 是 应 用 极 值 原理 得 w(p%, m5) <N, z(p%*, mn5e) >-N, 因而 pe, ude = mde / phe 
关于 ô, e 一 致 有 界 . 然后 由 (8.6.4) 中 的 第 一 个 方程 可 得 p > 28. 所 以 


Zs = {(p,m) : w(p,m) < N, 2(p,m) >—N, p > 26} 


是 方程 组 (8.6.4) 的 不 变 域 , 如 图 8.3 所 示 . 据 此 可 以 得 到 先 验 估计 (8.6.6) UR 
性 解 的 全 局 存在 性 . 这 里 M 5 ô, 无 关 . 
接 下 来 构造 系统 (8.6.1) KAT. 就 光滑 解 而 言 , 系统 (8.6.1) 等 价 于 
| pe + (—25u + pu)z =0, 


sa 8.6.7 
ut (Jere [BPO a) -0 S 
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特别 地 , 系统 (8.6.1) 与 (8.6.7) RAH HT. 因而 系统 (8.6.1) EETA- 
流 (nlp, u), alp, u)) 满足 


+ Eo MPO 


gp = UNp Nu, qu = (P — 26) Mp + UNu. (8.6.8) 


从 式 (8.6.8) 消去 q BAA 


P' 
mop = Sp Muu: (8.6.9) 


p=26 
图 8.3 系统 (8.6.4) 的 不 变 域 


本 节 的 一 个 新 思想 就 是 发 现 系统 (8.6.1) RA TER JERAM- 


ni = (aie) + sea, a =n} (+ c1(p,k) A; aea), 


k k2 
nie = 07 (aw E me) > eam (a + ste.) + af”) ， 
m = e7 CO % = Mh (a+ SRE BEA), 
mae (ww 十 met) ， Ë= (~ + akn + 2ga) ， 


其 中 , w, 2 是 由 式 (8.6.3) 给 出 的 系统 (8.6.1) 的 黎 曼 不 变量 .值得 注意 的 是 , 所 有 
的 待定 函数 a, bi (i = 1,2,3,4) 都 只 是 单 变量 p 的 函数 . 这 种 特殊 的 简单 结构 将 
在 后 面 的 分 析 中 产生 一 个 二 阶 导数 项 具有 奇异 系数 1/k 的 二 阶 常 微分 方程 , 然后 
应 用 常 微分 方程 的 奇异 扰动 理论 就 可 得 到 这 些 函数 alo), bilo, k) 的 界 估计 . 

FEMI nk = eH" (ai(p) + bi (p, k)/k) RARE (8.6.9) 有 


HEF pal + F"(o)aa] + af + 2F(0)04 + flo)br + =o, 
其 中 , fo) = VPIP. & 2S o)ah + ja = 0 以 及 


b! 
ay + 2f(p)b, + f'(p)bi + A =0, (8.6.10) 
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WW a, = f-3(p) > 0 (p > 26). 函数 bi (p,k) 的 存在 性 及 其 关于 k 的 一 致 界 估计 可 由 
下 述 引 理 得 到 . 

引 理 8.6.1(E. Kamke, [45]) 设 Y(z) € C?[0,h] 是 方程 F(z,Y,Y') = 0 的 解 ， 
BK f(T,y,z, 入 ), F(z,y,z) 在 闭 域 


D={(z,y,2):0 < £ < h, |y — Y (2)| < U(x), |z-¥"(a)| < m(z)} 
上 连续 , 其 中 U(x), m(x) 是 正 值 函数 , Xo > 入 > 0. 另外 假设 存在 正常 数 <, K 5L 
使 得 
If (x,y, 2,A) — F(z,y,2)|<e, 


|F (x, y2, 2) — F(z, y1, z)| < Kly2 — wil, 
F(z,y, 22) — F(x,y, 21) >L 
2-2 


BK y(z) = yl, à) 是 二 阶 常 微分 方程 
dy” + f(z,y,y,N) = 
带 初 值 y(0) = Y (0) 及 W(0) 为 任意 常数 的 解 ， 则 对 充分 小 的 参数 入 > 0, < > 0 与 
= |y/(0)— ¥’(0)|, y(z) 在 [0,h] 上 存在 且 满足 
ined) Ya) < (+a (fR) 


这 里 N = max |Y(2) 

进一步 , 方程 (8.6.10) 对 p RF, 然后 再 次 应 用 引 理 8.6.1 就 可 得 到 b 关于 大 
的 一 致 界 . 

由 (8.6.8) 中 的 第 二 个 方程 可 推出 相应 于 由 RAH qi 为 


一 fs 一 — 
gh = don} + e” (e 25); a, (p 2 *), 


其 中 
(pP" + 2P’)(p — 26) + 86P’ 


(p — 26)a, — ay = 一 wP JIO 
和 (p — 26)b, — bı 都 在 [25, M] 上 一 致 有 界 . 
运用 同样 的 方法 可 以 得 到 另外 三 族 Lax BE: 
人 一 ee (ew) + web) "y, 


kw (2 一 一 25)o , ba — (p — 25)bo a 
k k? 


Py = rome, tem 
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其 中 , az(p) = a1(p) 和 bo(p, k) 满足 
— 2f(p)b2 — f'(p)b2 + 4 =0; (8.6.11) 


m= e (aap) + BE), 
一 25)04 一 — 26)b4, — 
g = Ang + e ( (e ue as , (p oes +) 


其 中 , as(p) = a1 (p) 和 bs(p,k) 满足 
ay —2f(p)bs — f'(p)bs + 8 =0; (8.6.12) 


m, =e (wm 十 a 3 


glk =n, te (= = en 26)a4 i ba— ee 2) ; 
这 里 a4(p) = a1(p) 和 ba(p, k) 满足 
aff + 2f(P)b + f"(p)ba + 4 =o. (8.6.13) 


k 


于 是 利用 引 理 8.6.1 可 由 方程 (8.6.11)~(8.6.13) 依次 得 到 bz, ba, ba $5 bh, bh, bh 的 
一 致 界 估计 . 


容易 验证 系统 (8.6.1) AN 
~_ Pê, Pe- DPO a 
e. Bat 26 
及 相应 的 炉 流 
g =e H ule -3 f° Ph PO, 


用 (n3, nt.) 乘 方程 组 (8.6.4) 即 可 得 到 
€(p2,mz) - V?n*(p,m) - (paymz)T 
的 Lie 有 界 性 , 从 而 


7 2 
eared (Zo = ma) =e" p tepu? 在 Lh. (Rx R+) 中 有 界 . (8.6.14) 
因为 p > 26, 所 以 对 任何 固定 的 5 > 0 有 ep? 与 eu2 在 LL.(R x Rt) PAR. 因此 
由 标准 的 讨论 可 知 上 述 四 族 Lax SUBARU 万 -1 紧 性 . 


8.6 RNS AER -101- 


然后 应 用 测度 方程 


(A, om (Oa) — ma) 
= (vfr MO Yh 92(8)) ~ VAs os 1208) UE.) 91(6)) 


及 文献 [33] 中 建立 的 紧 性 框架 即 可 把 v5 ,) 归结 为 点 测度 , 其 中 , v, ,) REIMER 
性 解 (p5<，vuse) 的 一 族 Young 测度 . 根据 补偿 列 紧 理 论 , 定理 8.6.1 RAE. O 
下 面 借助 于 扰动 参数 5 对 下 述 关于 Hoe 紧 性 的 定理 给 出 一 个 简洁 的 证 明 . 

定理 8.6.2 ”假设 定理 8.6.1 中 关于 P(p) 的 条 件 全 部 成 立 , HE 


„n POR 

D pP) 一 

to RAK (8.6.2) 4 -WA (no, u), alp: u)) MA n(p,u) = pH(p,u) 且 Hu(p,u), 

Huu(p,u), Huuu(p,u) Æ 0 < p< M, |u| < M 上 连续 , KP M X (8.6.6) 中 给 出 的 
P'(25) 


ERK maS e= o (289) (6 一 0) 250 时 ， 


C>0. 


n(p% (a, t), ue(z, t)) + 4(p%* (x, t), us (z, t))2 
在 Hoe(Rx Rt) 中 紧 . 
证 明 FE (8.6.4) 改写 为 与 之 等 价 的 方程 组 
prt ((p — 25)u)z = epzz, 
| he (天 +f t- DP Oa) NAF pu (8.6.15) 


设 (n(p,u), 2(p,4,5)), (n(p,u), alp u)) 分 别 为 系统 (8.6.1) 和 (8.6.2) I-A, 这 
AW EAN AIA. 用 (np, nu) 乘 方程 组 (8.6.15) 得 


n(p®,m*)e + a(p*,m*)2 
2e 
=en(p",m*)ax — (q (P, m", 5) — g(p*,m*)), + pret 
-e [Mop (02)? + 2npupsus + Muuluz)?]. (8.6.16) 


这 里 已 略 去 上 标 ô. 
由 于 n(p,4) = pH(p,u), Br AAT (8.6.9) 得 


m= | Fmdar tatu) = [ EO naud olu), 


72 
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其 中 , glu) 是 任 一 光滑 函数 . 上 式 两 端 关 于 p 积分 有 
P ft Pn) 
-f J Es Huu(T,u)drdt + g(u)p, 


这 是 因为 n(0,u) = 0. 所 以 


t 
w= f ° J au Huuu(T,u)drdt + g'(u)p, (8.6.17) 


Now = f i Fin Huwu(7,u)dr + g'(u). (8.6.18) 
把 等 式 (8.6.17), (8.6.18) 代入 (8.6.16), FERIA EE 
n(p*,m®)t +a m") = h +h + I, (8.6.19) 
其 中 


五 =en(p5 me)zz — (a (P, m, 5) — g(p*,m*))z, 
五 = 一 e (7 i Huu(p,u)p2 + pt) ; 


p pi p pt 
Ig =—2€ (f PO Hl, u)dr — =f | PO alt, drdt) Protx. 
Q: T PJo Jo T 


HF e= o(2 z0) RA a, e o m EE 
CLR x R+) 有 


oo poo 
| f f en(p®, m°)zz Bdzdt 
0 J- 


S E el(nops + Hup*us) ®,|dacdt 
bi [Os 3 K A Et) + (S|; PPa) | 
x (J ven, 一 0 (60), 


其 中 , S = supp 五. 注意 到 


75 党 0, 所 以 对 任何 试验 函数 ð e 


alm, ð) -alf m) +0 (5 一 0)， 


评 È -103 - 


有 (a(o, më, ð) — q(o*,m*)), 在 HpelR x R+) 中 紧 . 于 是 五 在 HpelR x Rt) 中 
紧 . 由 结论 (8.6.14), 五 在 LL.(R x R+) 中 有 界 . 此 外 , 有 下 述 估计 : 
| f° Petr andr] <n [°F Oar < myr 
0 o T 


ms 


eaten p pt pr 
pi f ED O huul, u)drat| < m f f PO arat < Map P'(p). 
lo Jo T o Jo T 


由 于 


LEP 
eVP'(p)prttz < 7 (< 十 em) ; 


所 以 也 在 L},(RxR*) 中 有 界 . 因而 +I 对 某 个 指数 € (1,2) 在 Wo Rx 
Rt) 中 紧 . 因此 式 (8.6.19) 的 右 端 在 WoC (Rx Rt) 中 紧 而 左 端 在 WIR x R+) 
中 有 界 , 所 以 由 Murat 引 理 即 可 完成 本 定理 的 证 明 . 口 


评 È 

对 柯 西 问题 (8.0.1)-(8.0.2) 的 研究 已 有 很 久 的 历史 . 对 于 多 方 气体 , 第 一 个 解 
的 存在 性 定理 由 Nishida 得 到 . 他 在 文献 [46] 中 证 明了 7 = 1 的 情形 存在 有 界 变 差 
的 弱 解 , 如 果 初 值 有 界 变 差 且 远离 真空 . 之 后 , Nishida 和 Smoller? 把 这 一 结果 推 
广 到 Ye (1,1+6) 的 情形 , 其 中 6 很 小 . 文献 [46, 47] 中 所 用 方法 称 为 Glimm 格式 
法 ( 见 文献 [48]). 

利用 Tartar! 和 Murat!) 发 展 起 来 的 补偿 列 紧 理 论 并 借助 于 黏 性 消失 法 ， 
DiPernala 得 到 了 7 = 1+ 二 了 (n> 2) 的 情形 下 弱 解 的 全 局 存在 性 ，Ding， 


Chen 和 Luol 以 及 Chenisol 证 明了 绝热 指数 7 © (9 时 Lax-Friedrichs 格 


式 的 收敛 性 及 整体 弱 解 的 存在 性 . Lions, Perthame 和 Tadmorl51 利用 补偿 列 紧 方 
法 和 动力 学 公式 相 结合 的 思想 证 明了 y> 3 时 弱 解 的 全 局 存在 性 ， 最 后 , Lions, 


Perthame 和 Souganidist44 成 功 地 推广 了 这 一 方法 而 填补 了 y € (53) 这 一 方面 


的 空白 , 并 对 整个 7 > 1 的 情形 提供 了 一 个 新 的 证 明 . Huang 和 Wang? 利用 解析 
开拓 定理 和 补偿 列 紧 方 法 得 到 了 等 温 气 体 动力 学 系统 的 整体 弱 解 . 这 样 , 关于 多 方 
气体 动力 学 系统 广义 解 的 存在 性 问题 已 得 到 完全 解决 . 

对 于 一 般 压 强 P(p) 及 一 类 包含 真空 的 光滑 初 值 , Lul53 得 到 了 柯 西 问题 (8.0.1)- 
(8.0.2) 的 整体 光滑 解 . Chen 和 LeFlochls4 证 明了 具有 特殊 压强 P(p) 的 系统 (8.0.1) 
带 任意 LO 初 值 的 LO RRA Feet. 

在 本 章 中 , 定理 8.3.1 中 y> 3 的 情形 的 证 明 选 自 文献 [51]. 对 于 ye (1,3] 的 
情形 , 为 了 避免 太 多 烦琐 的 数学 公式 的 应 用 , 我 们 没有 用 文献 [10, 44, 49, 50] 中 给 


- 104- 第 8 章 SRM AAAS 


出 的 证 明 , 而 是 采用 了 文献 [55] 中 给 出 的 另外 一 种 相对 简洁 的 证 明 , 尽管 它 需 要 对 


黏 性 解 加 些 额 外 假设 . 

定理 8.4.1 的 证 明 摘自 文献 [56]. 关于 系统 (8.0.1) 带 非 齐 次 项 的 情形 的 相关 结 
果 请 参看 文献 [57, 58]. 定理 8.5.1 的 证 明 选 自 文 献 [52]. RF-MEMS 
系统 的 两 个 结果 即 定理 8.6.1 与 定理 8.6.2 HAM [59]. 


第 9 章 ”特殊 的 欧 拉 方 程 组 


本 章 讨论 下 述 非 线 性 双 曲 系统 : 
pt + (pu)z = 0, 
| Ut 十 Gef Pas) =0 pees 
带 有 界 可 测 初 值 
(olz,0),u(z,0)) = (po(z), uo(z)) (po(x) > 0) (9.0.2) 
的 柯 西 问题 整体 弱 解 的 存在 性 . 


就 光滑 解 而 言 , 系统 (9.0.1) SERA IFLR (8.0.1) 等 价 ; 但 对 有 激 波 
的 解 , 这 两 个 系统 并 不 相同 . 

系统 (9.0.1) 最 先 由 S. Earnshaw 在 1858 年 推导 等 炉 流 的 数学 模型 得 到 ( 见 文 
HR [60, 61]), 也 称 为 一 维 可 压缩 流体 流 的 欧 拉 方程 组 ( 见 文献 [62]). 系统 (9.0.1) 具 
有 不 同 的 物理 背景 , 它 是 在 R 上 质量 连续 分 布 的 远程 互动 的 牛顿 动力 学 系统 之 尺 
度 极限 系统 ( 见 文献 [63, 64]), 也 是 Vlasov 方程 的 流体 动力 学 极限 ( 见 文献 [65]). 

应 用 第 6、 第 7 章 介绍 的 方法 , 先 研究 两 个 特殊 情形 : 


P(o) = [eras 或 P(p) = [% +anr-ads (d>0, y>3). 
0 0 
当 P(p) = f szesds 时 , 定义 映射 F : R? 一 R? 如 下 : 


F: (p,u) > (uze f se*ds). 
于 是 dF 的 两 个 特征 值 为 
Ar =u—pef, )a =ut pef, (9.0.3) 
其 相应 的 右 特征 向 量 为 


rı =(1,-e#)", r2= (1,e%)?, 
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从 而 当 p > 0 时 ， 
VA -rı = —2ef — Sef <0, Vz: r2=?2ef + Sef > 0. (9.0.4) 
此 时 系统 (9.0.1) 的 两 个 黎 曼 不 变量 为 
w=u+2ef, z=u—243. (9.0.5) 
于 是 


所 以 


如 同 (6.2.4), 任何 2 x 2 SH A 


和 2z 入 
和》2 一 和 1 


Nwz 十 


因而 对 于 P(p) = f “szerqs 的 情形 , 系统 (9.0.1) KRDELA 


1 1 
ees, 2(w — 可 加 = 2(w — z) 


由 于 多 方 气体 动力 学 系统 (8.0.1) HR LTE 


入 入 
Mos + [tw = 


nz = 0. 


其 中 ,= ge y OARE EYR, 这 一 情形 相当 于 多 方 气体 = oo 的 情 
形 


当 P(p)= [+ d)’Sds (y > 3) 时 , 定义 映射 F : R? 一 R? 如 下 : 
0 


F:(p,u) > (pu, 了 十 J for d?as). 
于 是 dF 的 两 个 特征 值 为 
M=u-pipt+d)F, AH =ut+p(p+d)F, (9.0.6) 
其 相应 的 右 特 征 向 量 为 


m = (1, -(0+d) 7)", re=(1,(o+d)*)7; 


9.1 BARRAT AMEER - 107- 


其 相应 的 两 个 黎 曼 不 变量 为 
w=u+ ra, z=u- +a. (9.0.7) 
经 过 简单 计算 , 4 p > 0 时 ， 


VA ri=-2(p+d) — pp+ a7 <0, (9.0.8) 
Va ra=2p tad) + 7S o(p + a)" > 0. (9.0.9) 


因此 , 对 于 这 两 种 特殊 情形 , 由 式 (9.0.3) 与 (9.0.6) 知 系统 (9.0.1) 在 直线 p = 0 上 
非 严格 双 曲 ; 由 式 (9.0.4) 与 (9.0.8), (9.0.9) 知 两 个 特征 场 在 p > 0 上 真正 非 线性 . 
考虑 相应 的 抛物 型 方程 组 


| pt + (pu)z = epzz, 


7 9.0.10 
ur + E4 + f PO) 4s) = euzz (ay 
o s z 
带 光 滑 初 值 
(o(z,0), u(x, 0)) = (po(x), uo(z)) * j€ (9.0.11) 
的 柯 西 问题 , 有 


定理 9.0.1 LAME (p0(z),u0(z)) 有 界 可 测 且 po(z) > 0. 如果 P(p) = 
f s2esds 或 P(p) = [s+ as (d>0, y> 3), 那么 对 任意 给 定 的 < > 0, 
0 0 
柯 西 问题 (9.0.10)-(9.0.11) HtA (p° (x,t), us(Z,t)) 全 局 存在 且 满足 
0< px(zb<M，lus(z,bl<M， (9.0.12) 
其 中 , M 为 与 < 无 关 的 常数 ; 而 且 存 在 苍 性 解 的 子 列 {(ps(z,b,us(z,t)} 几乎 处 处 
收敛 于 柯 西 问题 (9.0.1)-(9.0.2) 4-445 MF (olz, t), ulz, t)). 


定理 9.0.1 是 本 章 的 主要 结果 之 一 , 其 证 明 将 在 第 一 部 分 至 第 二 部 分 给 出 . 之 
后 , 我 们 将 利用 补偿 列 紧 方 法 和 动力 学 公式 相 结合 的 思想 研究 另外 一 个 特殊 的 欧 拉 


方程 组 , 即 系统 (9.0.1) 中 P(p) = on 的 情形 . 
9.1 ”两 个 特殊 欧 拉 方 程 组 的 黏 性 解 


本 节 证 明 柯 西 问题 (9.0.10)-(9.0.11) 的 恭 性 解 的 存在 性 . 根据 定理 1.0.1, RG 
WE L 估计 (9.0.12). 
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当 P(p) = Í “szerds 时 , AA (wp, wa) 和 (2p zu) 乘 方程 组 (9.0.10) 有 
0 


€ 
Wi + AgWs =EWzz 一 Be < EWzz, 
E 
Zt + Mize =EZzz + zeto > ezzz， 


其 中 , Ar, àz, w, z 分 别 由 (9.0.3) 45 (9.0.5) 给 出 . 因此 应 用 极 值 原理 , w°, ue) < N 
和 z(p°, ue) > N, 其 中 N 为 适当 大 的 正常 数 , 它 只 依赖 于 初 值 的 Lo 范 数 . 此 外 ， 
由 po(x) > 0 易 得 p > 0, 所 以 


Ze = {(p,u): w(p,u) < N, 2(p,u) > —N, p > 0} 


是 一 个 不 变 域 , 如 图 9.1 所 示 . EREEREER (° (x,t), ue (x, t)) 的 有 界 性 . 


u 


图 9.1 系统 (9.0.10) 的 不 变 域 
当 P(e) = f ledas (9 > 9) 时 , 与 上 述 情形 完全 相似 分 别 用 (un wa) 
和 (zp, zu) 乘 方程 组 (9.0.10) 得 
wy + A2Ws 一 euzr 一 0-3 +d) p? < ewes, 


=3 a 
TT a 2 ezzz, 


Zt + MZz=Ezzrz + 
其 中 , An, Àz, w, z 由 (9.0.6), (9.0.7) 给 出 . 因此 应 用 极 值 原理 ， 
Dz = {(p,u) : w(p,u) < L, z(p,u) > —L, p > 0} 
是 一 个 不 变 域 , 它 有 着 与 De 相似 的 图 形 , 从 而 得 到 黏 性 解 的 先 验 估计 (9.0.12). 这 
就 完成 了 定理 9.0.1 中 第 一 部 分 的 证 明 . 口 
9.2 ”两 个 特殊 欧 拉 方程 组 的 Lax W555 AF 


本 节 将 证 明 黏 性 解 的 收敛 性 . 先 来 构造 系统 (9.0.1) 的 四 族 Lax BUTE. 


从 (9.2.2) 消去 g BITTE 


9.2 ”两 个 特殊 欧 拉 方程 组 的 Lax MSR 109. 
系统 (9.0.1) AE (7,9) 为 满足 方程 组 
(psu) = (un, + Zi Tus Po + un) (9.2.1) 
的 函数 . 若 P(e) = | ” sPetds, 则 (9.2.1) 简化 为 
0 
(do: qu) = (utp + pe? nu; pmp + UNu)- (9.2.2) 
Nop = &'Nuu- (9.2.3) 
车 函数 n= h(s)e™ (k € Z+) X (9.2.3) 的 解 , 则 
h” (p) = k2erh(p). (9.2.4) 


S alp) =e-*, r= 2kef UR h(p) = a(p)d(r), W olr) 满足 标准 的 Fuchsian 方程 : 


so- (1- ga) on =0. 
我 们 可 用 Frobenius 方法 得 到 (9.2.5) 的 一 个 级 数 形式 的 解 : 


bi(r) =r} (: + > uF") =rig(r). 
n=1 4 


于 是 aT os 
dar) = al) f ggv) J FO” 
是 方程 (9.2.5) 的 一 个 与 (7) 线性 无 关 的 解 . 
由 (9.2.2) 得 qu = pnp + unu, 因而 系统 (9.0.1) 的 两 个 前 进 波 为 
| nk = h(p)e™, 
a = ung + (ph!(p) — h(p))e*/k 


{ n-k = h(p)e"™, 
qd-k = un- + (h(p) — ph'(p))e™™" /k. 
由 于 h(p) = a(p)9$(7), a(p) = e- WR r= 2kef, 所 以 
G(r) 4+P 
or) 4k es 


d 4 
vine nt Hatha, 


a= (u+ pef 


(9.2.5) 
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令 人 =a(p)gi(r)ekw, 则 由 引 理 6.2.1, 有 


n = a(p)ġi(r)e "eY = ek (aw) +0 (z)) (9.2.6) 

BSA ARETE 

anu (ere ($9) 432 
=n} (»- t240 (z))- (9.2.7) 
类 似 地 , 令 nh, = alp)j91(r)e-** 有 

nip = a(p)p1(r)e "rer? = eh (aw +0 (3)) (9.2.8) 

及 其 相应 的 炉 流 
=n}, (~ + +o(5)) (9.2.9) 


同 理 , HAMAD (ng, ah), (Zeda) 分 别 满足 : 


nk = a(p)$2(r)e* 一 et (a) +0 (z)) s (9.2.10) 
=n (a - of +0 (z)) ; (9.2.11) 
Tk = a(p)ġ2(r)e™" = e=" (aw +0 G) : (9.2.12) 
一 人 十 ue +0 (à ) : (9.2.13) 
此 外 , 从 (9.2.6)~(9.2.13) 可 得 
qk = Aon, er (ret +0 (z)) x 
4+e ty o(4 


o( :)) g 
: 9.2.14) 
4 1 ( 
a = Ate — e7 ( tent +0 个) 


-ku (4 十 De 8 1 
Cees ki 
Èr = ÀN p +e "(t 4 +0(z)). 


9.2 ”两 个 特殊 欧 拉 方程 组 的 Lax HSH .111 . 


引 理 9.2.1 W X (9.2.6)~(9.2.13) Seth HETA- IA (Nlo, u), glp, u)) 满足 
NE uj talu) 在 Hp RxR) 中 紧 ， 
RP, (u) 是 P(p) = J “szesds 时 柯 西 问题 (9.0.10)-(9.0.11) 85t ME. 
证 明 ”容易 验证 , 当 P(p) = f ”s?erds 时 , 系统 (0.0.1) AA PER AA- 
n= pute, v= Be + pue”, 
AURA Me AAA TRUE (5.1.4) 的 相同 技巧 可 推出 
etoi, etus 在 LRR x Rt) PAR. (9.2.15) 


注意 到 上 面 构造 的 所 有 Lax BU RERIZE p > 0 上 光滑 , 所 以 由 结论 (9.2.15) 2 
标准 的 讨论 即 可 完成 本 定理 的 证 明 . 


车 P(p) = j s? (s +d) ds, 则 方程 组 (9.2.1) 简化 为 
(do, qu) = (uno + plp + d)? nu, Pno + unu). (9.2.16) 
从 (9.2.16) WE q BATT 
Top = (P + qd) uu. (9.2.17) 
车 函数 7 = h(s)e™ (k € Z+) X (9.2.17) 的 解 , 则 
h" (p) = Fk (p+ ad) 3h(p). (9.2.18) 


R alo) = (0+ 0)°*, s= (p+ a)", MW h= alpa) WHE (0.2.18) 当 且 仅 当 
o(s) 满足 标准 的 Fuchsian 方程 : 
g(s) 一 G + 5) o(s) =0, (9.2.19) 
E a O. 
其 中 ， w= “AyD? > Tig 
由 (9.2.16) 有 qu = pnp + um. 车 


m = hlo)", (9.2.20) 
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则 (gk) = ph'(p)e*" + kuh(p)e™, 因而 相应 于 m 的 一 个 炉 流 为 


qk =uh(p)e* + (ph! — h)e™/k 


一 人 (etorr ZO -0 ee). 


dis) 4k(p-+4) (62:21) 


车 
nk = h(p)e**, (9.2.22) 
则 (gq_k)w = ph'(p)e-** 一 kuh(p)e-**, 因而 相应 于 n-e 的 一 个 业 流 为 


d-x=uh(p)e™*" + (h — ph')e™™" /k 


E zs) | (y+1p+4d 
=n-k (u -plp +a) 7 os) 十 ee) 


(9.2.23) 


于 是 P(p) = I s2(s 十 d)7-3ds 时 系统 (9.0.1) 的 两 个 前 进 波 由 (9.2.20), (9.2.21) 和 
0 


(9.2.22), (9.2.23) 所 提供 . 
我 们 可 再 次 应 用 Frobenius 方法 得 到 方程 (9.2.19) 的 一 个 级 数 形式 的 解 : 


d(s) = 8? > €2ns*" = 879(s), 
=0 


其 中 ,7 > 0 是 方程 JI - 1) = 的 任意 一 个 根 , 系数 eo 为 任意 正常 数 , A ezn 满足 


€2(n-1) 


Ee Yn et, 
nntil) pn E 


于 是 ae 7 
po(s) =a) f zg a) f (s'9(s))-2ds. 
是 方程 (9.2.19) 的 一 个 与 1 (s) 线性 无 关 的 解 . 易 见 p(s) > 0, $1(s) > 0, d2(s) > 0 
以 及 ¢3(8) < 0. 
4 nh =a(p)di(s)e™, We SIE 6.2.1 有 


nh = a(p)or(s)er*eb = eh (alp) +0 G) (9.2.24) 
及 其 相应 的 炳 流 
z (91(s)_,\ _ (v+1)p + 4d 
b= (% + p(p+d) 7 (28 1) 和 ) 


=n (x 5 Geheit +0 (z)) : (9.2.25) 
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类 似 地 , 令 nL, = a(p)oi(sle"™ 有 


nl, = a(p)d:(s)e~te-#* = e7* (aia +0 (2)) (9.2.26) 
及 其 相应 的 炳 流 
Gomi 
人) am 
此 外 , HEAD (ne, aR), (2r aa) 分 别 满足 : 
= a(p)d2(s)e = a(p)da(s)ete’* = ef (aio) +0 (z)) , (9.2.28) 
dr (mC +(e): sass 
ma = alp}on(e)er™ =e (al) +0 (F)), (9.2.30) 
P= (% + oes +0 (z)) 5 (9.2.31) 


引 理 9.2.2 ”由 (9.2.24)~(9.2.31) 4h 44TH (n(p,u), alp, u)) 满足 
n(o uji + alu") 在 HoelR x Rt) 中 紧 ， 
HP, (u) 是 P(p) = J “sz(s+ dr-sds 时 柯 西 问题 (9.0.10)-(9.0.11) 的 共性 解 . 


证 明 ”容易 验证 , 当 P(p) = f “sz(s + dr-sds 时 , 系统 (9.0.1) HATER Pa 
0 


S 1 eae 
T= Gang peta” + aM. 
所 以 应 用 证 明 引 理 9.2.1 的 相同 方法 即 可 获得 本 定理 的 证 明 . o 
利用 引 理 9.2.1 与 引 理 9.2.2 以 及 第 6 章 归 约 Young 测度 的 方法 , 即 可 把 Young 
测度 归结 为 点 测度 . 根据 补偿 列 紧 理论 , 定理 9.0.1 获得 证 明 . 0 
9.3 P(o) = CZ i 1? > 一 -一 mm 的 欧 拉 方 程 组 
下 面 研究 非 线性 双 曲 守恒 律 


| A È ms) ') i (9.3.1) 
4 z 


-114- 第 9 章 ”特殊 的 欧 拉 方 程 组 


带 有 界 可 测 初 人 

(pta,0jata,0) = (po(2),uo(2)) (pof) > 0) (9.3.2) 
的 柯 西 问题 整体 弱 解 的 存在 性 , 其 中 y > 3. 系统 (0.3.1) 是 欧 拉 方 程 组 (9.0.1) 中 
P(p) = Zp, o= L 的 情形 . 


定义 映射 已 : R2 一 R? 如下: 


1 -1 
F: (p,u) > (pu, gut 107) ; 


于 是 dF 的 两 个 特征 值 为 
Ar =u—0p, XM =ut+0p, (9.3.3) 
其 相应 的 右 特征 向 量 为 
rı = (1 一 gp8-1)T， rz = (1,099), 
其 相应 的 两 个 黎 曼 不 变量 为 
w(p,u)=u+p?, 2(p,u) =u—p? 

经 过 简单 计算 , 有 

Vàr -rı = —0(0 +1), VAz r2 =0(0+1)p 1. (9.3.4) 


因此 , 由 式 (9.3.3) 知 系统 (9.3.1) 在 直线 p = 0 上 非 严格 双 曲 ; 由 式 (9.3.4) 知 两 个 

特征 场 都 在 p = 0 上 线性 退化 , 因为 7 > 3. 
首先 考虑 下 述 扰动 系统 : 

| p+ ((p— 6)u)s =0, 


tet (i + P(t -ae =at) =0, (9.3.5) 
a" + J, : 


其 中 , 6 > 0 是 扰动 参数 . 
经 过 简单 计算 , 系统 (9.3.5) 的 两 个 特征 值 为 


和 =u 一 gp-5，》Xa=v+gps-l(p 一 5)， (9.3.6) 
其 相应 的 两 个 黎 曼 不 变量 与 系统 (9.3.1) 相同 : 


w=utp’, z=u- 0. 
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系统 (9.3.5) KARE (nlo, u), alo, u)) 满足 方程 组 : 
do = uno + (0 — pI, du = (P — Ôn + unu- (9.3.7) 
从 (9.3.7) WE q 有 
Top = P Puu (9.3.8) 


因此 , 系统 (9.3.5) 45 (9.3.1) AAA. 
现在 考虑 与 系统 (9.3.5) 相关 的 抛物 型 方程 组 


pe + ((p — 5)u)z = Epes, 
| ue + Ge + f P(t- 80-a), = Ure (9.3.9) 
带 光 滑 初 值 
(p(z,0),u(z,0)) = (05° (2), u5? (2)) = (po(z) 十 5iuo(z))* 天 (9.3.10) 
的 柯 西 问题 , 有 


引 理 9.3.1 ” 设 初 值 (po(z),uo(z)) 有 界 可 测 且 满足 po(z) > 0, 则 对 任意 给 定 

的 e, ô > 0, 柯 西 问题 (9.3.9)-(9.3.10) HABE M (0° (a, t),ue9(2,t)) 全 局 存在 且 
满足 

6 < psi(ztls<M，luss(z,il < M, (9.3.11) 


HP, M > 0 为 与 s，6 无 关 的 常数 . 
证 明 ”分 别 用 (wp, wu) 和 (zp, zu) 乘 方程 组 (9.3.9) 得 
we + À2Wr =EWzz — O(8 一 1)p9-2p2 < EWzz, 
zt + Mzz =Ezzz + (0 — 1)p 2p2 > ezzz, 
其 中 , A, Ao 由 式 (9.3.6) 给 出 . 于 是 应 用 极 值 原理 即 得 w(p55,u5'5) < N,z(p5'5， 


ue) > -N. 利用 (9.3.9) 中 的 第 一 个 方程 和 定理 1.0.1 中 的 最 后 一 个 结论 ， 有 
pe? > 6, 所 以 


Ez = {(0,u) : w(p,u) < N, 2(p,u) > —N, p> ô} 


是 方程 组 (9.3.9) 的 一 个 不 变 域 , 如 图 9.2 Bras. FRA RISENER At 
(9.3.11) 及 其 存在 性 . 口 
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z=-N 


p=6 
图 9.2 7 > 3 时 系统 (9.3.9) 的 不 变 域 


根据 动力 学 公式 , 系统 (0.3.1) KKB n 为 
mo 四 = | a(€)Go(o,€ ~ wha, 
R 
系统 (0.3.1) 相应 于 加 的 一 族 弱 粮 流 do 为 
Ploru) = | IOE + (1 ~ )u]Golp, E — wag 
系统 (9.3.1) AP nt 为 
(au) = f a(€)Ge(o.6 ~ uag, 
R 
系统 (9.3.1) 相应 于 nt RREA qt 为 
a*(o,u) = [o(6)06 + (1 ~ OulGa (pE — wae, 
其 中 , 9(6) 是 任意 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 , EAR 


Go(p,€ — u) = [(w - E)E — 2)]}, 
G4(0,€ —u) = (€-2)(E-w)}, 
G_(p,€ — u) = (w—€)(z - 6}. 

i ENE a 

这 里 A= -5 2 

引 理 9.3.2 AK (9.3.1) HH n(p,u) 满足 
no(0, 4) = 0, oe) (i =0,1,2,3) 
Æ {(p,u):0<p<M, |u| < M} LAR, MSc, 60 时 ， 
n(p° (x,t), ue (zx, t))e + a(o (cr, t), u° (x, t))2 


在 Hcl(R x Rt) PK, 其 中 (0% (x,t), ue (a, t)) 是 柯 西 问题 (9.2.9)-(9.2.10) 445 
性 解 ,q 是 系统 (9.3.1) BAF 7 ORR. 
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证 明 ”利用 粹 方程 可 得 到 系统 (9.3.5) kin 


«lie %21 
T= 9" + 7-2) 


然后 用 (np (0%, ue), nlo? ue) 乘 方程 组 (9.3.9) 即 得 
elogi ue) - Vn" (ps, uE) - (055, ug)" 
的 LL. 有 界 性 , 从 而 
£6? (ENTE)? + (uf)? 在 Line(R x R+) PHF. (9.3.12) 


AAMT (9.3.8) 及 条 件 mp(0,4) = 0, 有 


P 
mlp, u)= j 02s7 nuu (s, u)ds, 
P 
nou(p,u)= J 62s7-3muuu(s,u)ds， 
因而 


Pe = azi 
no(p, WI < Cr f S73ds < C107? < Cp, hou(p,W)| < Cop (9.3.13) 
0 


其 中 , Ci, C2 > 0 是 常数 . 
设 G(p,u,5) 是 系统 (9.3.5) ALT nou) 的 一 个 炉 流 ， 用 (np (ou), 
mu(p”5,us'5)) 乘 方程 组 (9.3.9) 得 


NEE, uE) + (0%, u's) 
=en(o,u ex — (I u, 6) — qlo, ue), 
EME u polpi)? + E ue) pape rus? 
Hlo, uuu us*)?]. (9.3.14) 


因为 gps uet, 6) — alot, u) 一 0 (5 0), 所 以 (a(o%*, ue, 6) — q(p®5, ue) 
在 HpelR x Rt) 中 紧 . 利用 (9.3.13) 中 的 第 一 个 估计 式 和 (9.3.12) 以 及 nu 的 有 界 
性 , 有 
en(o®,u er H e, 5 一 0 时 在 HIR xR+) 中 紧 . 
利用 (9.3.13) 中 的 第 二 个 估计 式 和 (9.3.12), 并 注意 到 ms 有 界 以 及 mop = g2pr-3muu 
有 
e [nool PE, ue?) (059)? + 2npu(o*, ue) pe uss + ulo, ue) (us*)?] 
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在 I.(RxR+) PAR, 从 而 它 对 某 个 ae (1,2) Æ W- e(RxR+) PR. 因此 等 式 

(9.3.14) 的 右 端 在 W-H*(RxR+) PR. 由 于 等 式 (9.3.14) 的 左 端 在 W-1“(RxR+) 

中 有 界 , 所 以 根据 定理 2.3.1 即 可 完成 引 理 9.3.2 的 证 明 . 口 
引 理 9.3.3 Rm =nt+Cn°, m =n +C, m=nt—1, KP 


oo 
20/ (s 十 2)>-1sxds 
C = -一 光一 >0， 


T 
i. (1— s?)*ds 
-1 
则 当 e, 6 一 0 Bt, 
m (x,t) u(x, t))e +g (Etu let) (J = 1,2,3) 
在 Hoi(R x Rt) 中 紧 , HP (0° (x,t), ul (a, t)) RAT HMA (9.2.9)-(9.2.10) #445 
性 解 , 9j RAR (9.3.1) 相应 于 nj OBR. 
证 明 r=- w, I 
(ou) = [7 OE- 2) -wae= [~ ofr + wr + 26°) Par, 

© o 

因而 
mp (p, 0) = 0p? 六 g'(T + w)(T + 2p°)>r>dr 
0 


420099 f g(r + w)(r + 2p0) 1rdr (9.3.15) 
0 


因为 -1 < 2A < 0, 所 以 (9.3.15) 右边 的 第 一 项 当 p 一 0 时 趋 于 零 . 在 (9.3.15) 右 
边 的 第 二 项 中 令 r = p8s, WH 


np (p,u) = f $ g'(T + w)(T + 2p*)7dr0p9-* 
0 
+ ft g(p?s + w)(s + 2)*-154ds20, 
0 
这 是 由 于 (p9)?>+lp-1 = 1, 所 以 
ng (0, u) = 29g(u) f *(s +2)*-1s*ds. (9.3.16) 
0 


类 似 地 , 有 
Pou) = f (ut pha) (A — ds, 
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因而 
1 1 
Woy=/ utos — ds + Op j: (ut ps) 32), 
所 以 
nO, u) = g(u) Je 一 s2)>ds. (9.3.17) 


于 是 把 (9.3.16)-(9.3.17) 相 结合 就 有 m,(0,u) = 0. 显然 关于 变量 u 光滑 , 所 以 
应 用 引 理 9.3.2 即 得 


m(p°9(z,t), u? (z, t) + q (o (x,t), uss (zt))s 
在 Hass(R x Rt) 中 紧 . 同 理 可 证 (nj, 95) (7 = 2,3) 也 满足 Hos 紧 性 . WER. o 
下 面 给 出 本 节 的 主要 结果 . 
定理 9.3.1 设 初 值 (po(z),uo(z)) 有 界 可 测 且 po(z) > 0, 则 柯 西 问题 (9.3.1)- 
(9.3.2) 存在 整体 有 界 的 炉 解 . 
证 明 ”根据 引 理 9.3.3 和 定理 2.2.2, 系统 (9.3.1) HOHE (mi, qi) 和 (h,a) 
(1 < i, j <3) 满足 测度 方程 : 
(vm) (v,a) 一 (v, ni) (v, qi) = (v, migi — nigi), 
所 以 
| soe | hee 0 OIG alate 
R R 
= [KETE | ole per + EE 
R R 
= |, NOMEE FCE 
- 人 ,9(E)h(é2) Ge [oe + (1 — Oul Gi(€2)dé1 dé, (9.3.18) 
其 中 , Gi EAE AG 六 的 基本 解 . 
等 式 (9.3.18) 对 任何 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 g, h 成立 , 这 蕴涵 着 
Gili) Be + (1 — OG (Ee) — GE) Er + (1 — 0)ulGi(é) 
=GiG)O + (1 — O)ulGj&) ~ Gi) + (1 — Ou]: E) 
=b(e — &)Gi(E1)G;(€2). (9.3.19) 


E+ w(p,u), -= sup z(p,u). 


= inf 
(p,u)€suppy (pu)esuppy 
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我 们 的 目标 是 把 Young 测度 归结 为 点 测度 , 下 面 分 两 种 情形 来 讨论 . 

情形 I: E <E. 

BE <E 我 们 选取 Gi = Gj = G3 BG, & € (E4,00) 即 可 把 (9.3.19) 改 
写 为 


0 | GENGE) | 1 |ue) | (9.3.20) 
—9| G44) G4(@) &2— 1 


因为 这 时 G- (61) = G_(62) = 0. 类 似 地 , 有 


o pog -1 [SC (9.3.21) 
~9|G-G)G-&) -a| GG) GG) 
AY £1, & € (—00,-) 成 立 . 
运用 8.3 节 中 介绍 的 相同 技巧 , 令 


JE = JE eit = SS es 
则 由 (9.3.20), (9.3.21) 推出 


1 |uGs(&) _ uGs(6) 
=p UFO? = 6 | C€) Tal) 


] * 5° (E1) * 5° (£2) le, ee (9.3.22) 


令 a 一 0+, 则 上 式 的 左边 产生 一 个 负 测度 , 因为 1-0<0, 而 右边 趋 于 Z (F ). 


因此 EO gy tE SO aae (E+, 00) 和 (00, €_) 内 单调 非 增 . 


GO C 
另 一 方面 , 有 
T= lim G+ < lim uG 、 对 十 对 
NG 
< lin CE KAGE 
ETO ATO 
所 以 ee a Ge pan 分 别 在 (Ero) 和 (—c0,€_) 内 是 常数 ， 因 此 利用 等 式 
+ 
(9.3.22) 有 (GEO)? = 0, 从 而 SEE) Æ v 的 支 集 上 等 于 零 . 特别 地 , 令 a 08 
RO= CU 一世 —1=0, (p,u) € suppv. 


Ge) 
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这 说 明 Young 测度 v 是 一 个 点 测度 . 
情形 II: £ >Er. 
EE > &, 则 用 相同 的 方法 可 证 


TO g CE ; 
和 分 别 在 (E+, 00) 和 (00, €-) 内 单调 非 增 
ag 和 生僻 PPIE (Eo) A (00.6) 


注意 到 
mm CO tim Oy 
He GE ene GTE) 
有 不 等 式 
CE 、 WE) isis 


GE) G- 7 


(G+ (£) + CuGo(€))(G_(€) + CGo(€)) 
= (uG_(€) + CuGo(€))(G+(€) + CGo(E)), 


从 而 
uG+() G_(€) + CuGo(€) G_(€) + CuG+(é€) Go(é) (9.3.24) 
=uG_(€) G+ (€) + CuGo(€) G+(€) + CuG_(© Go(€). 
记 
w= sup w(p,u), z- = inf — 2(p,u) 
(pu)Esuppv (p,u)Esuppv 
AHEM € € (€, w+), 则 2G-(G = G (5 = 0, 因而 由 等 式 (9.3.24) 得 
uG (£) _ uGolé) 
G+(€) Golé) 
Xİ EE (E, w+) 成 立 . 特别 地 
WE) _ ul) (9.3.25) 
G+(€-) — Gol-) 
类 似 地 , 车 选取 E € (z, £+), 则 
uG_© _ uG 
G_(§) co 
对 E € (z_,€,) 成 立 . 特别 地 
GC) _ vc (0.3.26) 
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所 以 由 (9.3.24) 得 


uG-+(E) , guo) , ouG+(E) Cole) 
G+(€) G+(§) G+(€) G-(8) (9.3.27) 
C-E) cco | (uG-(6) Go 
G_(é) G_(é) G-(€) G+(é) 
在 等 式 (9.3.27) 中 令 E 一 641, 并 利用 (9.3.26), 有 
uG+(E+) | ouG+(E+) Golf) | (uGs(E+) Golé+) 
G+(é€+) G+(é€+) G+(é+) G+(€+) G+(é+) 
一 CC) | ouG+(é+) Go(é+) CS-(é+) Gols) | 
G_(&) G+(€+) G-(é+) G-(€+) G+(é+) 
即 
ey (i+ c) _ uG_(&+) 4 + o2, 
Gi (E+) [ee (£+) G- (E+) G4 (E+) 
这 说 明 
uG+(E+) i uG- (6+) (9.3.28) 
G+(€+)  G-(é+) 
在 等 式 (9.3.19) PS Gi = Gj = Gi, 则 由 情形 I 中 相同 方法 可 证 明 
oa 在 (64,6) 内 单调 非 增 . (9.3.29) 
由 等 式 (9.3.25) 可 推出 
tim UG18) jm “C+ + CuCl) 
SF GO && GO) + CGE) 
= ties (So uGo(€) aut) 1 
e-- \ Gi (6) Go(lé) G+(€) 1+c ge 
_uG+(é-). 
Gr) 
而 由 等 式 (9.3.26) 可 推出 
lim XES) jim C+E) + CuGo(6) 
&£ Gi(é) ere, G+(€) + CGo(é) 
te uG+(8) , guo) C) 1 
sh \ G4 (8) Golf) G+(é) 14098 
PAGED) 


G+(€+ +0) 
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因此 由 (9.3.28), (9.3.29) 立即 得 到 


YG+(6) 6-0) (9.3.30) 


把 等 式 (9.3.30) 与 (9.3.23) 相 结合 就 有 Ee mE Basten 00) All(—00, €) 


内 是 常数 . 于 是 从 情形 I 的 证 明 可 看 出 此 时 v 仍 是 点 测度 . 这 与 £ > & 矛盾 , 因 
Aw>z. MAA IBI E <E- 成 立 , 因而 v 是 点 测度 . 根据 补偿 列 紧 理 论 , 存 
在 黏 性 解 的 子 列 {(0°, uo?) } 使 得 


(6° 9(z,t), uP (x,t) ÈS (p(x,t), ulz,t)) (e, 6+ 0), 
其 中 (p(z, t), ulz, t)) 是 柯 西 问题 (9.3.1)-(9.3.2) R — ARR. 证 毕 . 口 
9.4 定理 9.3.1 的 两 个 应 用 
作为 定理 9.3.1 的 证 明 中 归 约 Young 测度 的 新 方法 之 应 用 , 讨论 二 次 流 系统 


ut Feu +v*); =0, 
Ki (9.4.1) 
uta z) =0 
与 Le Roux 系统 
u+ 2u? +v): =0, 
3 (9.4.2) 
ut (ure =0 
带 有 界 可 测 初 值 
(u(z,0),v(z,0)) = (wuo(z),zo(z)) (wo(z) > 0) (9.4.3) 
的 柯 西 问题 整体 Ze。 SRR KI ZEAE HE. 


作 伸缩 变换 = 一 3z, 系统 (9.4.1) 就 化 为 系统 (6.0.1); 而 作 伸缩 变换 z 一 2s, 
系统 (9.4.2) 就 化 为 系统 (7.0.1). 所 以 系统 (9.4.1) 的 两 个 黎 曼 不 变量 为 


w(u,v) =u+ Vu2+v?, z(u,v) =u— Vu + v2; 
系统 (9.4.2) 的 两 个 黎 曼 不 变量 为 
w(u,v)=ut+ Vu? +4v, 2(u,v) = u— Vu? + 4v. 
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定理 9.4.1 设 初 值 (uo(z)，vo(z)) 有 界 可 测 且 vo(z) > 0, 则 柯 西 问题 (9.4.1)- 
(9.4.3) 存在 整体 LO HM (u(z,t), v(z,t)) 满足 v(z,t) > 0. 
证 明 ”首先 考虑 与 系统 (9.4.1) 相关 的 抛物 型 方程 组 


| uf + {BW}? + (We = evs, 
(9.4.4) 


uf + usv) =evts 
带 光滑 初 值 
(u®(z,0), v“ (z,0)) = (uo(z), vo(z) + €) + j€ (9.4.5) 
的 柯 西 问题 . 我 们 可 利用 6.1 节 中 的 相同 方法 证 得 柯 西 问题 (9.4.4)-(9.4.5) RRE 
WF (u (x,t), v" (x,t) 全 局 存在 并 且 满足 
O<v*(z,t)<M, |uf(z,t)| < M, 
其 中 , 常数 M > 0 只 依赖 于 初 值 的 Lo 范 数 . 
接 下 来 用 动力 学 公式 给 出 系统 (9.4.1) N=. > p =u? +, u= 4, 
则 对 于 光滑 解 , 系统 (9.4.1) 等 价 于 


| Pi + (pu)z = 0, 


u? p (9.4.6) 
u+ (F+4) = 


这 正 是 系统 (9.3.1) 中 y= 2 的 情形 . 系统 (9.4.6) HEAT (Ao, u), ao, u)) 
满足 方程 

p= uio + jiho Gu = Pip + Ui. 
从 上 式 消去 g SRE i 


op = gpu: (9.4.7) 


系统 (9.4.6) KSSH 加 为 
Plou) = | a16)Golo.é ~ was, 
FMAM g 为 
g (p, u) = 人 9(9) 
系统 (9.4.6) PGRN 7* 为 


E+u 
2 


Go(p,£ — u)dé, 


Tlp u) = 人 WEG (0, & — u)dg, 
R 
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JINI g+ 为 
Elu) = f 0° Gale - wae, 
其 中 , 9(6) 为 任 一 具有 紧 支 集 的 非 负 光滑 函数 , 基本 解 


Golp,€ — u) = [(w — E)E -z)], 
G+(p,€ —u) = (€-2)(E—w)}, 
G_(p,€-u) = (w-6)(z-6)4, 


X _ 38-7 _1 
这 里 和 = 元 二 = 记 


FAERIE LR = RA Hoe 紧 性 . 记 n (u,v) = 部 (pw n (u,v) 


TH (p,u) A 1? (u,v) = 7 (9,u). @ r =£- w, W 
a (ou)= [ OE- se wae 
= g(T+w)(T+ 2p2)>rrdr, 
0 


ig (pu) = 2 i g'(T + w)(r + 2p3)òr>dr 


+0 f g(r + w)(7 + 2pt)>! dr, 
0 


这 是 因为 w=u+pi, z=u- p. 所 以 ig = O(p-#) (p > 0). 
用 分 部 积分 法 得 


Í g'(T + w)(T +2p3)>r>dr=—A Je g(t + w)(T + 2p2)P dr 
0 o 


oo 
-af g(r + w)(T + 2p3)>7r* tdr, 
0 


因而 


Ait (p,u) = -af g(t + w)(T +2pł)>-1r>-!dr < 0. 
0 


根据 链 式 法 则 , 有 


Niu = poba + pubu + Tip Puu + Fiw 


Tuv = TippPuPo + NuPos Now = oPh + Tif Pov- 


不 难看 出 77+ (p,u) 关于 变量 u 光滑 , ATO HATE (9.4.7) 知 


f u? 
ato? — pt 2 一 
pppu = 7 pu (2u) = Tw aye 


(9.4.8) 


-126 - 第 9 章 ”特殊 的 网 拉 方 程 组 


有 界 ， 类 似 地 , 75,02 和 Tippu BAR. WA ay = O0?) (p 一 0), 所 以 易 
得 (u,v) 的 二 阶 导数 中 除了 两 项 D puus 而 pos = 2 开外 的 每 一 项 都 有 界 , 但 由 
(9.4.8) 知 这 两 项 非 正 . 
2 3 2 
显然 系统 (0.4.1) WAFER ot = CE 及 相应 的 精 流 e = EEU, 
所 以 
e(u3)2 和 e(o5)2 在 Lioc(R x R+) 中 有 界 (9.4.9) 
在 不 引起 混淆 的 情况 下 , 我 们 将 略 去 上 标 <. 
因此 用 Vn} (u,v) 乘 方程 组 (9.4.4), 有 
Mi +42 =ENhne — (Mauls + 2Miytas + Tyu Vz) 
=En;s — €(A(p, u)uz + B(p, u)usvs 
+C(p,u)v2) — 2e} (u2 + v2), (9.4.10) 
其 中 , A(p,u), B(p,u) 和 C(p,u) Æ n (u,v) 的 二 阶 导数 中 的 正则 项 . 
对 任意 紧 集 K CR x Rt, 选取 函数 6 e C? 使 其 满足 O, =1 且 0< <1, 
然后 用 © FE (9.4.10) 并 在 R x R+ 上 分 部 积分 得 


oo poo 
f f 2elijs (p, u)|(u + v2) Bdzdt 
0 J- 
oo poo 
zi: f [~em Bzz + €(A(p,u)u2 + B(p,u)uzvz + C(p,u)v2) 8 
0 I-00 
—n & — q' ,|dxdt < M(), 


这 是 由 于 (9.4.8), (9.4.9). 于 是 e(n},u2 + Int urve + nhv2) 在 LL, PAR, 从 而 对 
某 个 常数 ae (1,2) 在 Wre 中 紧 . A nf =O) (p 一 0), 所 以 击 pu, Zo 
均 有 界 , 因而 


Ind] = |p (Putz + pode) + Wuz| < C(|uz| + lvzl), 
故 enis Æ H 中 紧 . 注意 到 由 +@ Woh PAR, 所 以 由 其 入 定理 , ni + ql 
在 Hp 中 紧 . RAE TT (72,92) 也 满足 HO) 紧 性 . 
在 Plo, u) PS €=utpis 即 得 


Piou) = p f ou pès) -的 ids 


1 
1 
天 (Pu =/ [glu + p?s) + gasglu + pis)](1—s?)}ds. 
= 
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故 用 类 似 的 方法 易 证 好 十 办 在 Hoe PR. 


应 用 定理 2.2.2, 由 测度 方程 得 
/sev | ney? siea 
R R 2 


a 


- [ME f oe) aeae 
R 一 一 


Btu 


a 


- [s(nle)Gi(e) 3 Gla)atrde,, 


其 中 G M C; 是 基本 解 

上 式 对 所 有 具有 紧 支 集 的 非 负 光 滑 函数 g, 成 立 , XARA 

Geta) - Get 

atu 
2 


Gil&1) 
& ts 


=Gi(:) Gj (E2) — Gi(&:) Gj (E2) 
„E-an. (9.4.11) 


等 式 (0.4.11) 非常 重要 , 它 是 等 式 (9.3.19) 中 0 = 5 的 情形 . 
记 


z= inf 2z(p,u), z+= sup 2(p,u), 
(p,u)€suppy (p,u)€suppy 

w= inf w(p,u), w+= sup w(p,u). 
(p,u)Esuppy (e,u)€suppy 


若 选 取 Gi = Gj = G+ H &, & € (w_, +00), 则 等 式 (9.4.11) 改写 为 


CGE), __1 ee E EE] | iid 
G+(&)G+(&) &—-& | Gy(é) Gi(&) 
同 理 可 知 
GGG) | 1 [CGI we) 
Fe) | &-& FE- c- zH] Ca) 


对 任意 £1, & € (—00, 24) 成 立 . 


4 o- EO 8. 则 等 式 (9.4.12)-(9.4.13) 化 为 与 之 等 价 的 下 述 形式 : 


IEEE E) = ee | = 一 


&-&|Gs@) e) DAD 


1 ES Te] A 
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W fd = fE + j°, Wh (9.4.14) 得 


HERE- — [EE - BH 


&—-& | Gel)  G+(&) 
由 于 上 式 的 左边 有 界 而 右边 光滑 , 因而 我 们 可 取 & = & = E 得 到 


1 |uct(e)  uG+(&1) 
&2 -61 | Galé) G+(&) 


| *j°(€1) *j°(é2). 


(fa (6)? = 


To] * JCE) * j° (E2)lea=e1=6- (9.4.15) 


令 a > 0t, 则 上 式 左 端 产生 一 个 正 测度 ,而 右 端 趋 于 2 (8). 因此 ， 
3E \ Gi 


uG+(€) 和 uG-(E) ies N 
a6 和 Ge 分 别 在 (w_, 00) 和 (—00, z+) 内 单调 非 减 . 


情形 I: z <w. 

May < w_， 则 用 上 述 方法 可 证 oe 在 (2, wy) 内 单调 非 减 

在 (9.4.11) 中 选取 Gi = G4, Gj = Go BR & = & = 得 vG+HG Go0 = 
wo) G6). 于 是 


Cg _ wale) 
G+(€) Gol€) 
对 & e (w_,w,) 成 立 , 特别 地 ， 


类 似 地 , 有 


对 E E (z-,z+) 成 立 . 特别 地 ， 


uG_() _ uGolz+) 
0 G-E) Golzs) 


所 以 


a= lim uG+(€) > lim uG+(€) _ uGo(w_) 
ceo G4 (6) io G+(€) Go(w-) 
> im CO y im EA 
* Golz+) ere -0 G_( > pim s GE 


=q. 
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uO UCL] ea > 
因此 由 函数 TS, Se 的 单调 性 知 它们 分 别 在 (w-,00) 和 (-oo,z+) 内 为 


常数 , 从 而 由 (9.4.15) 推出 Young 测度 v 是 一 个 点 测度 . 
情形 II，z+ >w. 
Ë z, > w, 在 (9.4.11) 中 选取 G = G4, G = G_ Ra=4=6 4 
uG+(€) G_(€) = uG_(€) G+(6). 于 是 
uG4(€) _ uG_(€) 
GO CO 
对 € € (w-,z+) 成 立 . 特别 地 ， 
uG+() _ uG—(w-) im UG-©) _ uG+(24) 
&=>w-+0 G+(€)  G-(w-) &=7+-0 G-(€) Gy (24) 


所 以 


mO WED) jm LO 
ito Gi) Gi) 8-9 GE) 


CO _ wow), im WO _, 


&=w-+0 CH G_(w-) 6-% G-(€) 


t= 


2 


uG+(€) uG_(€) i ey, 
因此 由 函数 Go Ge 的 单调 性 知 它们 分 别 在 (w-,00) 和 (—00, 24) AW 


常数 . 这 表明 此 时 Young 测度 v 仍 是 点 测度 . 这 与 假设 z+ > w- 矛盾 , BA w > z. 
故 只 有 情形 IBI z+ <w 成 立 , 因而 v 是 点 测度 . 根据 补偿 列 紧 理论 , 存在 恭 性 
RITI (ul (x,t), v8 (x, t))} 几乎 处 处 收敛 于 柯 西 问题 (9.4.1)-(9.4.3) 的 L HAE 
(u(z, t), v(a, t)). 证 毕 . 口 

定理 9.4.2 设 初 值 (uo(z)，vo(z)) 有 界 可 测 , 且 vo(z) > 0, 则 柯 西 问题 (9.4.2)- 
(9.4.3) 的 L® WA (u(x,t), v(2,t)) 全 局 存在 且 满足 v(z,t) > 0. 

证 明 ”首先 可 利用 7.1 节 中 的 相同 方法 证 得 相应 的 抛物 型 方程 组 带 初 值 (9.3.5) 
KATERE (u(x,t), v (x,t) 全 局 存在 , 并 且 满 足 


0<v(z,t) < M, hu’(z,t)| < M, 


其 中 , 常数 M > 0 只 依赖 于 初 值 的 Lo 范 数 . 
现在 用 动力 学 公式 给 出 系统 (9.4.2) HL BMI. 令 p= (u? +4v)?, u=u, 
则 对 于 光滑 解 , 系统 (9.4.2) 等 价 于 


| pr + (pu)z =0, 


CE a DE 
ee 


(9.4.16) 
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这 正 是 系统 (9.3.1) 中 y = 5/3 的 情形 . 系统 (9.4.16) ROAR (i,a) 满足 方程 组 


Gp = uñ + ge bis Gu = Pip + uu- 
从 上 式 消去 5 ATE 
Top = 9? Muu: 
所 以 系统 (9.4.16) BOAR H H FB EAS RAE BR: 
Go(p,€ — u) = [(w — E)E -z)]+, 


G+(0,€—u) = (€-z)(E-w)+, 
G_(p,€ — u) = (w = €)(z = €)+, 


因为 此 时 一 507 =1, XH w=u+p, z=u- e. 


具体 地 说 , 系统 (9.4.16) HH 7° 为 
Ploru) = f 16)Goln.€ — wae, 
其 相应 的 弱 精 流 FP 为 
Piou) = f (eS Goo- was; 


系统 (9.4.16) APB 7+ 为 


Tlou) = f (6)Gs(o.6 - we, 
JARRERA a 为 
Fon) = f ootas, wat, 


其 中 , gE) 是 任意 具有 紧 支 集 的 非 负 光滑 函数 . 
显然 系统 (9.4.2) APES A 


2 v 4u? 2 
n*(u, v) = $ +f Invdv, g*(u,v) = = + guvlny, 
0 


所 以 e(ug)? A cE 在 LLR x RH) HT. 
剩余 部 分 与 定理 9.4.1 的 证 明 几乎 相同 , 只 要 用 等 式 (9.3.19) 中 9 = 3 的 情形 
替换 (9.4.11) 即 可 . 限于 篇 幅 , ERARE. 证 毕 . 口 


评 È 
DiPernal66] 利用 Glimm 方法 建立 了 系统 (9.0.1) 的 大 初 值 有 界 变 差 广义 解 的 全 


局 存在 性 定理 , 如 果 压 强 函数 P(p) 满足 适当 的 条 件 , 例如 P(p) = k?p (y e (1,3))， 
使 得 图 9.3 中 所 描绘 的 不 变 域 


Zs = {(p,u) : w(p,u) < N, 2(p,u) > -N} 


远离 真空 态 p = 0. 


图 9.3 7 < 3 时 系统 (9.0.10) 的 不 变 域 


对 于 这 一 类 函数 P(p), Glimm 方法 有 效 是 因为 系统 (9.0.1) 严格 双 曲 , 它 的 两 
个 特征 值 在 区 域 Dy 上 互 异 . 这 种 情形 下 弱 解 的 唯一 性 由 Bressanle7l 得 到 ， 但 是 
对 于 P(p) = kp? (7 > 3) 或 者 在 第 10 章 给 出 的 更 一 般 的 压强 函数 P(o), Glimm 


方法 失效 ,因为 这 时 系统 (9.0.1) 的 不 变 域 如 同 图 9.1 中 对 P(p) = f ” setds 或 
0 


P(p)= J “s2(s + dds (7 > 3) 的 情形 所 描绘 的 一 样 , 总 是 包含 非 严格 双 曲 的 直 
线 p=0. 5 
本 章 对 P(p) = [ s2esds 的 情形 的 证 明 选 自 文献 [68], 而 对 P(o) = fi (s+ 
0 0 


d)7-3ds 的 情形 的 证 明 选 自 文献 {69]. 

欧 拉 方 程 组 (9.3.1) 是 个 非常 有 趣 的 双 曲 系统 , 因为 它 和 多 方 气体 动力 学 系统 
ABA, 所 以 很 多 学 者 曾 对 它 进行 研究 . Lul 创造 性 地 引入 新 的 扰动 
技巧 , 使 得 新 、 老 方程 组 保持 许多 基本 量 的 不 变性 , 并 且 发 现 了 三 族 满足 Ho 紧 性 
FSH. SSH AREA A, 从 而 结束 了 对 这 一 古老 方程 组 广义 解 的 存在 性 研究 . 引 理 
9.3.3 的 证 明 选 自 文献 [70]. 值得 一 提 的 是 : 尽管 我 们 的 兴趣 集中 于 黏 性 消失 法 , 但 
这 个 证 明 中 建立 的 紧 性 框架 还 涉及 Friedrich-Lax 逼近 和 Godunov ii. 

作为 文献 [70] 中 基本 思想 的 应 用 , 9.4 节 对 二 次 流 系 统 与 Le Roux AAR 
存在 性 给 了 一 个 非常 简洁 的 证 明 , 这 一 部 分 的 内 容 选 自 文 献 [71, 72]. 
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本 章 讨 论 下 述 非 线性 双 曲 系统 : 


| wr Ge $ 1w) S (10.0.1) 


ve + (uv + g(v))2 =0 


WHAT 

(u(z, 0), v(x, 0)) = (uo(x), vo(z)) (10.0.2) 
的 柯 西 问题 . 当 g(v) = 0 时 , 系统 (10.0.1) 5 (9.0.1) 相同 , 如 果 用 v 替换 系统 (9.0.1) 
中 的 p. 


在 第 6、 第 7 和 第 9 章 , 我 们 应 用 补偿 列 紧 方法 研究 了 二 次 流 系统 、Le Roux 
系统 以 及 特殊 的 欧 拉 方 程 组 . 从 这 些 应 用 可 以 看 出 , 由 于 这 些 系统 显 式 地 给 出 了 流 
函数 , 我 们 可 作 一 些 适 当 的 变换 , 然后 通过 对 经 典 Fuchsian 方程 的 分 析 显 示 地 构造 
出 Lax A-RA TT AEA E AE TD BH Ah 基于 这 些 估计 并 利用 补偿 
列 紧 理论 发 展 起 来 的 一 些 思想 , 可 以 证 明 这 些 系统 大 初 值 弱 解 的 全 局 存在 性 . 在 第 
8 章 , 流 函 数 P(p) = k2p? ARMA BF APH, TO AT kB 
序列 的 紧 性 从 而 得 到 弱 解 存在 性 的 关键 . 

系统 (10.0.1) 与 上 面 几 章 考 虑 的 系统 情况 不 同 , 因为 它 的 非 线性 流 函数 是 隐 式 
的 . Laxl26,73 详细 分 析 了 一 般 的 严格 双 曲 系统 或 系统 在 其 严格 双 曲 区 域内 的 箭 - 入 
流 的 结构 及 其 性 质 . 然而 为 了 把 补偿 列 紧 方法 应 用 于 一 些 非 严 格 双 曲 的 系统 , 如 系 
统 (10.0.1), 必须 应 用 一 些 新 的 技巧 来 构造 粹 - 入 流 . 

为 了 便于 研究 , 我 们 对 流 函数 f(v), g(v) 和 初 值 加 上 下 述 假设 : 

(Ar) f, g € C3[0,00), fi = (f'/v) € C2[0,00), gı = (g'/v) € C?[0,00) 满足 
有 >d 并 且 


2fi +gi(s1+91)>0, Vv>0, 
2fi —gi(s1—91)>0, Yv>0, 


其 中 , d 是 给 定 的 正常 数 , sı = Vg? +4fi; 
(A2) 初 值 (wo(z),vo(z)) 有 界 可 测 且 vo(z) > 0. 


10.1 SRT AME +133 . 


注 10.0.1 除了 可 压 纺 流 体 流 的 欧 拉 方程 组 (9.0.) 中 PC) = | ”gs?erds 或 
P(p) = [aereas (d > 0, 7 > 3) 的 情形 之 外 , 这 里 还 有 许多 函数 f, gR 
0 


RAH (Ai). 例如 , TÈR fi = (v+d)', g = k(v +e)”, AP, k 是 非 负 常 数 ,正常 
Xd, e, m, 1 满足 e 之 d, 1 >m. 容易 验证 此 时 满足 (A). 
经 过 简单 计算 , 系统 (10.0.1) 的 两 个 特征 值 为 


2u + vgi(v) + vs; 
2 > 


A= 
其 相应 的 右 特 征 向 量 为 
rı =(-2f1,81- m1)", 72 = (2f1,81 +91)", 
因而 利用 假设 (41), 我 人 有 


vg +g—s (gg, +2fi 
A EET EE (6: — 91) | £ 1 (osi fi) 


2u + vgi(v) — vs; 
2 » W= 


= ag (Ah + (81 — gi)[si(v9! + 91) — 8? — vg191 — 2vf{)} 
< ahis: + (s1 — 91)(8191 — 7)] 
= 5 (4h - (51 — 9) <0 
以 及 
VA r2= 2f1 + (81 + 91) pigra, 2 +n + aED ag 20) 
> HOA + (s1 +91)°) > 0. 
因此 系统 (10.0.1) 在 直线 v = 0 上 非 严格 双 曲 , 但 两 个 特征 场 真正 非 线性 . 


10.1 一 般 欧 拉 方程 组 的 黏 性 解 
在 系统 (10.0.1) 中 加 上 正 的 抛物 扰动 项 , 考虑 系统 


| up + (3 u 2+0), = Euzz, (10.1.1) 


ve + (uv + g(v))z = evzz 
带 光滑 初 值 
(u(x, 0), v(z,0)) = (u5(z), v6 (2)) = (wo(z), vo(z)) * 5° (10.1.2) 
的 柯 西 问题 , 有 
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定理 10.1.1 WRH (A), (A2) RÈ, 那么 对 任意 给 定 的 = > 0, 柯 西 问题 
(10.1.1)-(10.1.2) 存在 唯一 的 整体 光滑 解 (us(z,b,vs(z,) 满足 


luf(z,t)|< M, osee(cb<M (10.1.3) 


其 中 , M 为 与 < 无 关 的 正常 数 . 
证 明 ”直接 的 计算 表明 : 


ut Delay v, snus [ 27A n-a (10.1.4) 
是 系统 (10.0.1) 的 两 个 黎 曼 不 变量 . 由 假设 (41), 沿 着 曲线 w= N 有 
而 沿 着 曲线 > = -N 有 
T =+ 30, = = 的 =a) >0, vv>0. 


因此 , 根据 定理 4.2.1, 容易 验证 
D; = {(u,v) : w(u,v) < N, z(u,v) > —N, v > 0} 


是 系统 (10.1.1) 的 一 个 不 变 域 , 它 与 图 9.1 中 的 Se 有 着 相似 的 图 形 ， 其 中 常数 
N > 0 只 依赖 于 初 值 的 L> 范 数 . ARETE Lo 界 估计 (10.1.3) AE 
在 性 . 证 毕 . 


10.2 一 般 欧 拉 方 程 组 的 Lax ASS AE 
我 们 先 构造 系统 (10.0.1) 的 具有 下 述 特殊 形式 的 炉 - 炉 流 
mae (a) aget (oye) eH), 
= (aw + a) ， r= (aw + twn) ， 
stant (matt BEM), g, met (afore EH), 
meme (att RE), goe (eu) + HEM), 


其 中 , w, z 是 由 式 (10.1.4) 给 出 的 系统 (10.0.1) 的 两 个 黎 曼 不 变量 . 然后 应 用 二 阶 
常 微分 方程 的 奇异 扰动 理论 得 到 关于 函数 a;(v)， bi(v,k) (i = 1,2,3,4) 的 一 些 必要 
估计 -. 
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根据 定义 , 系统 (10.0.1) HH (n,a) 为 满足 


(Unu + Une fu + (u+9')Mv) = (dus de) (10.2.1) 
的 函数 对 . 从 (10.2.1) 消去 q BITTE 
juu + g'uv — Vow = 0. (10.2.2) 


HERG ni = et" (ai (v) + bi (v, k)/k) 代入 (10.2.2) 有 
gı +81) +2fi 


, ilts), oY 
k [sa + al Qe a] 十 o 十 sl 前 十 Hig + 91) + 2ft 2 fi by + T =0. 
K gla + 81) +2fi 
sya, + PATA a =0 (10.2.3) 
2s1 
人 Hig +s) +2fi, | oy 
a + ab + Bh, + 2 = 0, (10.2.4) 
28, k 
则 求解 方程 (10.2.3) 得 


v of of! 
a =en{- | datt) hae} > 0 (v > 0). 
r$ 


bi 的 存在 性 以 及 关于 上 的 一 致 界 可 由 引 理 8.6.1 得 到 . 

进一步 , 我 们 还 可 以 应 用 引 理 8.6.1 得 到 站 关于 k 的 一 致 界 ， 如果 把 方程 
(10.2.4) 对 v RẸ. 

显然 (10.2.1) 等 价 于 

Qu = Uu ten, Q = fm + (ut g’), 
所 以 系统 (10.0.1) 的 一 个 前 进 波 为 
nee (aw y Hi) te (1 a ae +) < (10.2.5) 

利用 同样 的 方法 , 可 以 得 到 另外 三 族 Lax W- M: 


=e ~ (em 十 aie) A 
10.2.6) 

-kw (92-05 ， b2— vb ( 

de = Aare, He (= ET E 2), 


其 中 , az(v) = a1(v), bz(v,k) 满足 


i y 
diaa AH +s1)+2fiy 上 b o; 


n 
Ti FZ =o (10.2.7) 
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ng =e (asto) + UE 


ene TEN (10.2.8) 
dk = Amk + er (e n), 
其 中 , RH az(v), balv, k) 满足 
$103 + gil i, =0, (10.2.9) 
E " 
af ~ 5,04 Aa) + 2h soit Bip, 4 8 =0; (10.2.10) 
1 


mig =e (aao) + OE 


10.2.11) 
-kz [a4 — vag _ by — vb, ( 
dbe = Ain, + ek (= rore 4), 
其 中 , a4(v) = a3(v), ba(v, k) 满足 
iteli 1 p 
altso, + ATHS g A o, (10.2.12) 
2s, k 
求解 (10.2.9) 得 
va 1 
are = alg = 81) + 2fj 
a4 = a3 = exp{ i aa i) >0 (v20). 


把 引 理 8.6.1 依次 应 用 于 方程 (10.2.7), (10.2.10) 5 (10.2.12) 即 可 得 到 b:(v, k) (i = 
2,3,4) 的 存在 性 及 bi(v, k), bi(v,k) 关于 k 的 一 致 界 估计 . 此 外 , 利用 假设 (41), R 
们 有 a;(v) - vai(v) (i = 1,2,3,4) Æ v > 0 上 恒 正 . 
引 理 10.2.1 AR (10.0.1) 的 上 述 任何 Lax BBR (n(u,v),q(u,v)) 满足 
n(uf, v): 十 g(usvs)= 在 Hid (Rx Rt) 中 紧 ， 


其 中 , (ul, ve) 是 柯 西 问题 (10.1.1)-(10.1.2) 的 黏 性 解 . 
证 明 ”容易 验证 系统 (10.0.1) AN RO 


eile, f° FEO 
7=ae+/ f s dsdy, 


所 以 

eicue， e$Bovr 在 L%.(R x Rt) PAR. (10.2.13) 
注意 到 由 上 面 构造 的 任何 Lax BRE (n(w,v),g(w,v)) Æ v > 0 上 二 阶 连续 可 
微 , 所 以 由 (10.2.13) 和 定理 2.3.1 即 可 完成 本 引 理 的 证 明 . 证 毕 . 口 


利用 ai(v) — vat(o) (i = 1,2,3,4) EIEH UZO E-A, 我 们 
就 可 以 用 第 6 章 中 相同 的 方法 把 从 属于 夭 性 解 序列 的 Young 测度 归 约 为 点 测度 ， 
从 而 得 到 本 章 的 主要 结果 . 


评 注 -Br 


定理 10.2.1 ”如果 条 件 (41), (Ac) RÈ, 那么 存在 柯 西 问题 (10.1.1), (10.1.2) 
的 黏 性 解 的 子 列 {(u° (2t), v (2,t))} 使 得 


(us (z,t), v" (z,t)) = (u(z,t),v(a,t)) (e> 0), 
其 中 , 极限 函数 (u(x,t), v(z,t)) 是 柯 西 问题 (10.0.1)-(10.0.2) 的 弱 解 . 
评 注 


本 章 的 内 容 选 自 文献 [74]. 依据 二 阶 常 微 分 方程 的 奇异 扰动 理论 构造 非 严 格 双 
曲 系统 的 粹 - 炉 流 这 一 思想 在 文献 [56] 中 得 到 推广 而 应 用 于 一 些 带 源 项 的 双 曲 系统 
的 研究 . 


第 11 章 推广 的 弹性 力学 系统 


我 们 考虑 下 述 推广 的 弹性 力学 系统 


{ wu + (cu + f(v))z =0, 
(11.0.1) 
v + (ut g(v))z =0 
带 有 界 可 测 初 什 
(u(z,0), v(z,0)) = (wuo(z)vo(z)) (11.0.2) 


的 柯 西 问题 整体 弱 解 的 存在 性 , 其 中 c 是 常数 . 

当 g(v) 三 0 且 c=0 时 , 系统 (11.0.1) 是 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 一 维 非 线性 弹性 
力学 系统 , 它 用 来 刻画 质量 和 线性 动量 的 守恒 , 其 中 v 表示 拉力 , f(v) 是 压力 , u R 
示 速 度 . 

对 于 一 般 情形 下 的 系统 (11.0.1), 我 们 要 求 函数 f(v) 与 o(v) 满足 下 面 的 假设 . 

(A) f, g € C3(R) 满足 f'(v) > d (v € R), 并 且 


2f” +g"(s2+g'-c)>0, vv>0, 
2f" +g"(s2+g'—c)<0, Vu<0, 
2f" +g"(g'-c-s2)>0, Yv>0, 
2f”+g"(g —c—s2)<0 Yv<0, 
EP, s2 = Vlg — 0)? +47’. 
注 11.0.1 除了 经 典 的 弹性 力学 系统 之 外 , 这 里 还 有 许多 函数 S, g 满足 条 件 
(A). 例如 , 可 选取 f'o) = (oz + d)!, p(w) -c= klo? +e)", 其 中 大 是 非 负 带 数 ， 正 


Rd, e, m, | 满足 e 之 d, l>m. 容易 验证 此 时 (4) RÈ. 
经 过 简单 计算 , 系统 (11.0.1) 的 两 个 特征 值 为 


_ctg'—s2 
TT 


à= 2 


C 十 gf 十 52 
ws OS, 


其 相应 的 右 特 征 向 量 为 


rı = (9 一 c+sz, 一 2)7， ra2 = (9 一 c 一 s2, 一 2)T， 
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因而 
vay rata ola -o 


82 
_ 2f” + g"[s2 + (g' - ©] 
82 ` 


因此 由 假设 (A), 系统 (11.0.1) 严格 双 曲 , 但 两 个 特征 场 在 直线 v = 0 上 线性 退化 . 


11.1 推广 的 弹性 力学 系统 的 黏 性 解 
在 系统 (11.0.1) 中 加 上 正 的 抛物 扰动 项 , 考虑 方程 组 


Vz- r2= 


Pas A cio (ua) 
带 光滑 初 值 
(u(z, 0),v(z,0)) = (ui(z),vi(z)) = (uo(x), vo(x)) * j€ (11.1.2) 
的 柯 西 问题 , 有 


定理 11.1.1 如 果 初 值 (uo(z),uo(z)) 有 界 可 测 且 条 件 (A) 成 立 , 那么 对 任意 
给 定 的 e> 0, 柯 西 问题 (11.0.3)-(11.0.4) 存在 唯一 的 整体 光滑 解 (u (z, t), v(x, t)) 
满足 
lus(z,t)| < M, Ogwv(z,t) < M, (11.1.3) 
其 中 , MAK ec 无 关 的 正常 数 . 
证 明 ABE (11.0.1) 的 两 个 黎 曼 不 变量 为 


vot n a 
wut f Gaeta, z=u+ | ga en 824, (11.1.4) 
0 2 0 2 


根据 黎 曼 不 变量 的 表达 式 (11.1.4) 及 条 件 (4), 沿 着 uov 平面 上 的 曲线 w = 
muw=-Nz=N 和 z= 一 N, 我 们 有 下 述 估计 : 
EHR w= N E, 4 v>0 时 ， 


er 0, 
du 2 $ 
du 2f" +g"(g' —c+ s2) 
dv2 2s2 <0; 


FEHR w= -N E, “v< 0 时， 


du_ 2f" +g"(g' -c+ 82) 
we te 
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在 曲线 z=N E, 当 v<0 tf, 


—_ E 0. 

dv 2 =o 
Pu _ 2f" +g"(g' —e~ 52) < 
a 2s2 

在 曲线 z= 一 N E, 当 v > 0 时， 

du g' —c—82 

T=- >0, 

du _ 2f" +g"(g' - c- s2) 
a 283 oe 


因此 

Xo = {(u,v):w SN, w>-N,z<N, z> -N} 
是 方程 组 (11.1.1) 的 一 个 不 变 域 , 如 图 11.1 所 示 , 其 中 常数 N > 0 只 依赖 于 初 值 的 
LO 范 数 . 这 蕴涵 着 黏 性 解 的 Loo 界 估 计 (11.1.3) 及 其 全 局 存在 性 . 口 


v 


w=-N, 


w=N u 


图 11.1 系统 (11.1.1) 的 不 变 域 


11.2 推广 的 弹性 力学 系统 的 Lax BUTE 


与 系统 (10.0.1) 相似 , (11.0.1) 中 的 非 线性 流 函 数 也 是 隐 式 的 . 我 们 先 构 造 系统 
(11.0.1) WRA FERREA RR-A: 


je (aAA), gaet (ats MO), 
meme (aao) + BOP), g, =e (cato ZEBY, 
nlme (em + 2G), tyne (« a(v) + 2 sea, 
nme (aa) MEM), goen (ae + AEN), 
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其 中 , w, z 是 由 (11.1.4) 给 出 的 系统 (11.0.1) 的 两 个 黎 曼 不 变量 . 
根据 定义 , 系统 (11.0.1) KAMAE (n, 9) 满足 


(Cu + te: f Thu + g'o) = (gugu). (11.2.1) 
从 (11.2.1) 消去 9 BOTT FE: 
F'nuu + (9' 一 c)muo — Mv = 0. (11.2.2) 


利用 第 10 章 介绍 的 方法 , 可 由 (11.2.1), (11.2.2) 给 出 系统 (11.0.1) 的 四 族 Lax 型 
HERE: 


bi(v, k 1 oy 
nm = ew (aw) + net) 2) ， % =A teh ($ + aga) ， 


l g 
a= amm (em + ae) > Ge = Anp — ek” ($ + Ae) 9) ， 


b3(v, k) a, bh(v,k 
p= et (at) UE), gg = ang re (B+ 49), 


4 ba(v, k) -kz (% balv,k 
ni, =e7* (ww 十 meet) » dle =A, —e7* (4 + st) i 


(11.2.3) 
其 中 , 函数 ai(v), bi(v, k) (i = 1,2,3,4) 满足 
mi a 
soa) + ee =0, alv) =a (v), (11.2.4) 
hee if 
$205 + E+ =0, a4(v) = as(u)， (11.2.5) 
2 
以 及 
1/ , 及 (9 一 c 一 sz) 二 21 ， | bY 
ay + 826) + gg bi + = 0, (11.2.6) 
2 
PPA Spies . “ef 
H — sab} 一 Coat, + a =0, (11.2.7) 
PRETTY ee 
外 -的 -全 富生 + 人 b+ 里 =， (11.2.8) 
py eer 
all + 82b + ee es, + 4 =0. (11.2.9) 


求解 方程 (11.2.4), (11.2.5) 得 


iad 7 
a1 = a3 -op >0, Yve[-M,M), 
lo 


233 
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v Mol —¢— of” 
ay= a= exp {- | 2 >0, vve[-M,M]. 
o 2 


对 方程 (11.2.6)~(11.2.9) 应 用 引 理 8.6.1 即 可 得 到 bi(v, k) (i = 1,2,3,4) 的 存在 性 
及 bilu, k), biluv, k) 关于 大 的 一 致 界 估计 . 此 外 , 由 假设 (A), aif) (i= 1,2,3,4) 只 
有 一 个 零点 v = 0. 

系统 (11.0.1) 与 (10.0.1) 之 间 存 在 一 个 很 大 的 差别 : 系统 (10.0.1) KRAP AY 
项 a;(v) — vai(v) (i = 1,2,3,4) AES, 而 系统 (11.0.1) AEP SZ HT AIT 
a!(v) (i = 1,2,3,4) 穿 过 线性 退化 直线 v = 0 时 会 改变 符号 . 从 6.4 节 中 的 证 明 过 程 
可 看 出 这 种 线性 退化 会 产生 一 些 新 的 困难 . 尽管 二 次 流 系统 (6.0.1) 也 线性 退化 , 但 
两 个 特征 场 共同 的 退化 区 域 只 有 一 个 点 (u,v) = (0,0). 作 变 量变 换 s =u? + v2, 就 
能 推断 从 属于 系统 (6.0.1) 的 黏 性 解 序列 的 Young 测度 是 支撑 于 另外 一 点 的 Dirac 
测度 , 假若 它 不 集中 于 s = 0. 但 是 对 于 系统 (11.0.1) 来 说 , 处 理 直 线 v = 0 上 的 测 
度 非 常 困难 . 我 们 将 在 11.3 节 介 绍 一 些 新 的 思想 来 归 约 Young 测度 . 


11.3 推广 的 弹性 力学 系统 的 弱 解 


本 节 将 用 11.2 节 构造 的 Lax BUTERA Young 测度 是 点 测度 , 从 而 证 得 
弱 解 的 存在 性 . 
引 理 11.3.1 由 式 (11.2.3) Bok t EITA- VL (nlu, v), glu, v)) 满足 


nlu, v) + alu", v")e Æ HoR XRH) PK, 


其 中 , (u,v) 是 柯 西 问题 (11.1.1)-(11.1.2) HH A. 
证 明 ”容易 验证 系统 (11.0.1) AAR 


«12 j 
= ds, 
7 je + [seas 


所 以 利用 证 明 引 理 10.2.1 的 相同 方法 即 可 完成 本 引 理 的 证 明 . a 
定理 11.3.1 so RH (Aj), (42) 成 立 , 那么 存在 柯 西 问题 (11.1.1)-(11.1.2) 
HAM FH {(us(z,t,os(z, 昌 )} 使 得 


(uf (2, t), v®(x, t)) “+ (u(z,t),v(z,t)) (< 一 0)， 
HP, ARAK (u(x,t), v(x, t)) 是 柯 西 问题 (11.0.1)-(11.0.2) 的 弱 解 . 
证 了 明 3 11.3.1 确保 了 式 (11.2.3) PRET MHL (g) (i = 1,2) 


满足 测度 方程 
(vu, )(v, 4?) — (v.n?)(v, 4") = (v,a? — n’a’). (11.3.1) 
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因为 ai(v) > 0 (v € [-M, M]), 所 以 
(vni) >0, (vnik) > 0. 
设 @ 为 Young 测度 v 的 最 小 特征 矩形 : 
Q = {(u,v) :wv < w S w+, z- S z S z+}. 
我 们 介绍 四 族 定义 在 @ 上 的 新 概率 测度 p 与 oF: 
(uh) = (v, hmk)/ (Ys mk), 
(ug sh) = (v, hn?) / (v, 24)» 
(Og h) = (v, hnk) / (v k) 
(0x h) = (v, hn 4) 2k), 
其 中 , h= h(w,v) 是 任意 的 连续 函数 . 显然 uE 5 OF 关于 k 一 致 有 界 , 所 以 根据 空 
间 Ze 的 弱 * 紧 性 , FE Q 上 的 概率 测度 y+ 与 b+ 使 得 
(u*,h) = lim (wf,h), (0*,h) = lim (后 ,内 
分 别 对 {ue} {OF} 的 某 个 子 列 成 立 . 另外 , 与 式 (6.4.2), (6.4.3) 的 证 明 相似 , 有 
supp y+ =QN {(u,v) : w = w4} = I$, 
supp H` =QN {(u, v) : w = w-} = Ig, 
supp b+ =QN {(u, v): z = z4} =I}, 
supp 07 =QN {(u, v): z = z-} = I7. 
利用 证 明 (6.4.8) 的 相同 技巧 可 由 测度 方程 (11.3.1) 推出 
(u*,q— Aan) = 人 ,9 一 X29) (11.3.2) 
以 及 
(0*,q— Ain) = (07,4 — àin) (11.3.3) 
对 任何 满足 Fas(R x R+) PERU (n, 9) 成立. 
现在 来 归 约 Young 测度 v. 设 为 uOv 平面 上 的 直线 v = 0, B 
T = {(u,v) : v =0} = {(w,2) : w = z}. 


第 一 步 : 若 两 个 点 Pt = GA 5 Panay PAAR Tb, 则 容 
易 推出 Young 测度 是 Dirac 测度 . 
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事实 上 , 对 于 这 种 情形 , WHR It, Iz, It, Ip 中 至 少 有 一 条 包含 于 re 的 连 
通 分 支 , 在 这 个 开 区 域内 两 个 特征 场 真正 非 线性 , 即 o:(w) (i = 1,2,3,4) 恒 不 为 零 . 
pilin, 设 PH Æ re H, WIE cre 或 者 IF cre. 

不 失 一 般 性 , BIE Cre, 则 可 用 证 得 (6.4.9), (6.4.10) 的 相同 技巧 推出 wt = 
w, 如 果 我 们 在 等 式 (11.3.2) 中 用 (nk. ok) BR (n4). 于 是 v 就 集中 于 直线 I = 
If = Ip, 而 两 个 特征 场 在 该 直线 上 真正 非 线性 , 所 以 我 们 可 在 等 式 (11.3.3) 中 用 
HEAT (nf, a2) 替换 (7,9) 得 到 z+ = z-. 

第 二 步 : 设 两 个 点 Pt = lint § P =I nly MET Lb. 注意 到 函数 
ai(v) (i = 1,2) Æ 成 上 的 限制 只 有 一 个 零点 Pt, 而 ajv) (i = 1,2) 在 Ig 的 限制 
只 有 一 个 零点 P-, 所 以 边界 测度 + 与 pm 的 支 集 分 别 包含 在 弧 It 与 万 之 中 ， 
而 as(v) (i = 1,2) 在 它们 上 面 定 号 . 因此 , at 与 u 是 分 别 集中 于 P+ 与 P- 的 
Dirac 测度 . 

事实 上 , 如 果 除了 P+ 之 外 , 测度 pt 的 支 集 还 含有 大 中 的 另外 一 点 , 那么 我 
们 可 再 次 在 等 式 (11.3.2) 中 用 (nl, qt) 替换 (7,9) 推出 wt = w, 从 而 P+ = Po. 
这 不 可 能 . 

同 理 可 证 b+ 与 6- 也 是 分 别 集中 于 P+ 与 P- 的 Dirac 测度 . 因此 ， 


supp /+ = supp 6* ={P*}, supp a` = supp 6 = {P7}, 
因而 由 等 式 (11.3.2), (11.3.3), 对 任何 满足 Hj! CERI ADE (n,q) 有 
4(P+) 一 Xi(P+)n(P+) = 4q(P-) —A(P- MPT), i=1,2. 
令 P+ = (ut,0), P- =(u~,0), 则 选取 (n,a) = (v, u+ g(v)) 即 得 
ut +9(0) =u" + g(0), 


Bp ut =w-, 所 以 Young WBE v 是 Dirac 测度 . 
根据 定理 2.1.2， 存 在 柯 西 问题 (11.1.1)-(11.1.2) 的 黏 性 解 的 子 列 {(ue(z,t), 
v*(x,t))} 使 得 


(u°(z,t),v°(a,t)) * (u(x,t), v(z,t)) (一 0)， 
其 中 , 极限 函数 (u(x,t), v(x, t)) 是 柯 西 问题 (11.0.1)-(11.0.2) 的 弱 解 . 证 毕 . o 
评 注 
对 于 弹性 力学 系统 即 系统 (11.0.1) 中 g(v) = c = 0 的 情形 , DiPernal"5 最 先 建 
立 了 柯 西 问题 (11.0.1)-(11.0.2) 的 大 初 值 整体 L 弱 解 的 存在 性 定理 , 这 也 是 补偿 
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列 紧 方法 第 一 次 在 由 两 个 方程 组 成 的 双 曲 系统 中 的 应 用 . 在 DiPerna 的 原创 性 论 
文中 , 利用 Lax BUM Young 测度 归结 为 点 测度 的 这 一 思想 最 早 就 是 应 用 于 
这 个 严格 双 曲 的 弹性 力学 系统 . 本 章 对 于 更 为 一 般 的 系统 (11.0.1) 的 弱 解 存在 性 的 
证 明 选 自 论文 [74]. 
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本 章 主要 讨论 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 一 维 非 线性 弹性 力学 系统 
{ ur + f(v)z =0, 


Vt + Uz =0 


(12.0.1) 


带 可 测 初 值 
(u(x, 0),v(z,0)) = (uo(z), vo(x)) (12.0.2) 


的 柯 西 问题 L? 弱 解 的 存在 性 , 其 中 v 表示 拉力 , f(v) 是 压力 , u 表示 速度 . 关于 非 
线性 流 函数 f(v) 的 两 个 基本 假设 是 

(a) fv) >c>0; 

(b) v. f"(v)>0 (Vu 0). 

条 件 (a) 确保 了 系统 的 双 曲 性 ， 到 目前 为 止 ， 弹 性 力学 系统 的 所 有 存在 性 结 
果 都 离 不 开 这 个 本 质 要 求 ; 条 件 (b) 确保 系统 只 在 直线 v = 0 上 线性 退化 和 解 有 
LO 界 , RAER- ER Young 测度 的 归 约 非常 容易 . 然而 , 如果 条 件 (b) 
不 成 立 , 在 这 种 情形 下 , 最 简单 的 情况 是 f(v) 的 二 阶 导 数 仍 然 只 有 一 个 零点 , 即 
v: f"(v) < 0 (v £0), 那么 系统 不 再 有 解 的 L 界 估计 , 尽管 它 还 是 只 在 同一 条 直 
线 v = 0 上 线性 退化 . 此 时 , 我 们 只 能 得 到 解 的 先 验 L? (1 < p < oo) 估计 ( 见 文献 
[76]). 

如 第 3 章 所 述 , 对 于 标量 方程 , 我 们 容易 把 补偿 列 紧 方法 从 LO 空间 推广 到 LP 
空间 , 因为 任何 光滑 函数 都 是 标量 方程 的 炉 . 但 是 , 对 于 由 两 个 或 更 多 方程 组 成 的 
双 曲 系统 , 在 L? 空间 应 用 补偿 列 紧 方 法 有 许多 困难 . 例如 , Ae eI -a 
Hi (n, q) 使 得 n(s!(x,t))e + a(s! (2, t))2 FREER s! 在 Woe” (R x R+) 中 紧 ; 如 何 
把 相应 的 具有 无 界 支 集 的 Young 测度 归结 为 点 测度 等 . 无 论 从 数学 上 讲 还 是 物理 
学 上 讲 , 双 曲 系统 的 L? 解 的 存在 性 问题 是 非常 重要 的 . 遗憾 的 是 , 迄今 为 止 , 只 有 
上 述 物 理 模 型 一 一 弹性 力学 系统 的 LP 解 的 存在 性 得 到 证 明 . 关于 一 些 数学 系统 的 
L? 解 的 研究 请 参阅 文献 [77, 78]. 

有 趣 的 是 , 几乎 同时 , Lin!) 和 Shearer?! 独立 地 对 弹性 力学 系统 L? 解 的 存在 
性 给 出 两 个 不 同 的 证 明 . 本 章 我 们 将 介绍 这 些 证 明 以 及 文献 [79] 中 的 思想 在 由 三 
个 方程 组 成 的 推广 的 弹性 力学 系统 中 的 应 用 . 
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12.1 ATREA L? f 


本 节 将 介绍 柯 西 问题 (12.0.1)-(12.0.2) ZP 的 弱 解 存在 性 的 一 个 证 明 , CH Lin 
应 用 补偿 列 紧 方法 和 人 工 黏 性 逼近 相 结合 的 思想 得 到 . 
系统 (12.0.1) 的 人 工 黏 性 逼近 解 满足 下 述 奇 异 抛物 型 方程 组 : 
{ ur + f(V)z = Euzz, 


Vt + Uz = EvVrr 


(12.1.1) 


带 初 值 (12.0.2) 的 柯 西 问题 . 
需要 下 列 基本 假设 : 
(H1) 存在 正常 数 oo, M 使 得 


f(v) € C4(R)， of So (vER, k=2,3,4), 


并 且 (f0)? Æ v > M 上 上 四 而 在 vs -M EFA; 
(H2) 存在 常数 c > 0 使 得 f'(v) > c (v ER); 
(Hg) v- f"(v) <0, Vu E R\{0}; 
(Ha) 存在 实数 ü, 6, w, z? (w > 2°) 使 得 


uo(z) -a%€ L*(R), wo(z) -5 € L?(R), 


w(uo(x), vo(x)) > w°, 2(uo(z), vo(z)) < 2°, VreR, 
其 中 , w 和 z 是 系统 (12.0.1) 的 两 个 黎 曼 不 变量 : 


w(u,v) = ut f Vf'(s)ds, z(u,v) =u- I vy f'(s)ds. 


定理 12.1.1 (Lin, [8]) it (Hı) ~ (Ha) 成 立 , 则 对 任意 给 定 的 e> 0, PHM 
题 (12.1.1)-(12.0.2) 的 整体 光滑 解 (u(x,t), v (x,t) 存在 ; m AAEM HY FB 
{(u®(z, t), v (z,t))} 和 az v(z,t) € L°((0,00), L?(R)) 使 得 


(uS(z, t), v°(a, t)) ~ (uz,t), v(z,t)) (一 0)， (12.1.2) 


其 中 , ARAK (u(x,t), v(x, t)) 是 柯 西 问题 (12.0.1)-(12.0.2) 的 弱 解 . 
证 明 框架 ”首先 , 利用 不 变 域 理 论 可 以 证 明 


afus(z,b,us(z,) > w? > 2° > z(u (x,t), v®(z, t)). (12.1.3) 
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然后 , 可 以 构造 四 族 Lax AAYE 
Thick (w, z) 一 etktz(4o + Ai(tk)~*) + Pres 
ak (w, z) = e***(Bo + By(tk)~*) + Que, 
Tack (w, z) = e*** (ao + a,(+k)*) + Ptk, 
Gax(w, z) = e** (bo + bi(tk)“") + qix, 


其 中 , 光滑 函数 Ao(w,z), Ai(w,z), Bo(w,z), Bi(w,z) 关于 变量 z 具有 紧 支 集 
[z-,z+], 27 与 z+ 是 常数 , z+ < w; 光滑 函数 ao(w, z), ai(w, z), bo(w,z), bi(w, z) 
关于 变量 w 具有 紧 支 集 [w wt], w 与 w+ 是 常数 , w > z0. 此 外 函数 Pri(w, z), 
Qar(w, z), parlw, z), qar(w, z) 都 有 适当 的 界 使 得 和 n RAAT q 满足 


IWnl < C, [Vn] < CO + jul? + |u|), 
In| < COA + jule + |ul*), lal < CO + ful? + vl®), 
其 中 , 指数 0 < a < 1, C 为 正常 数 . 
注意 到 系统 (12.0.1) AAP A 


(12.1.4) 


j = pu E f f(v)dv 
BADE q* = uf (v), 所 以 
et d,u, 20,0" 在 LZ.(R x R+) 中 有 界 . 


FA FTA AER PE (12.1.4), 可 由 定理 2.3.1 证 得 (ue, v) + (ue, v") K 
TATRA (u'(z,t), v (c, t)) 在 Woe” (R x Rt) 中 紧 . 

最 后 , 应 用 DiPerna 就 LO ZA tH AEE ABE ik ee a, 并 经 过 
复杂 的 分 析 就 可 把 Young 测度 归结 为 点 测度 , 从 而 得 到 黏 性 解 序列 的 紧 性 (12.1. 
以 及 L? 弱 解 的 存在 性 . 

关于 定理 12.1.1 的 详细 证 明 与 评注 请 读者 参阅 文献 [8]. 


12.2 WAEREA L 解 


如 同 12.1 节 描 述 的 那样 , 在 定理 12.1.1 的 证 明 中 , 一 个 基本 的 技术 性 约束 是 人 
CATER RAE (12.1.3), KERN BRERA TREERE (12.1.1). 
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然而 , 作为 物理 模型 , 弹性 力学 系统 (12.0.1) W PR WEI: 


{ ur + f(v) = euzz, 
(12.2.1) 


utur=0 


更 为 有 趣 . 一 般 说 来 , WHEE BURT RA (12.1.3). 

几乎 与 Lin 给 出 证 明 的 同时 , Shearer?! 也 应 用 人 工 黏 性 逼近 独立 地 得 到 了 弹 
性 力学 系统 (12.0.1) 的 L? 解 , HALE TANT DHL. 后 来 , 这 一 方法 被 Serre 
和 Shearer 推广 而 用 来 研究 物理 符 性 逼近 解 的 紧 性 . 

大 体 上 说 , Shearer 构造 了 系统 (12.0.1) MPAA: 一 类 是 Fourier Hi, 另 
一 类 是 支撑 于 半 平 面 的 炉 . PARRA (7,9) 具有 估计 : 


n(u,v) = (fF (0)) +O), glu,v) = (f"(v))40(2), 
nulu v) = (F0) ON), nlu, v) = (f"(v))#O(1), 
Tuu(u,v) = (F0) O), Malu, v) = (F'0)) t00), 
tov(u,v) = (F"(v))20(2), 
其 中 , O(1) 表示 有 界 函 数 . 
定理 12.2.1(Shearer, [79]) i f"(v) >e>0, f"(v) £0 并 且 f"(v) e LR) 


L®(R), f(v) € Lee(R)， 则 存在 柯 西 问题 (12.1.1)-(12.0.2) t4 ALA tE MY FF] 
{(u(z,t), v“ (a, t))} 和 u(x,t), v(x, t) € L°([0, 00), L?(R)) 使 得 


(12.2.2) 


(uf (z,t),v* (x,t) “> (u(z,t), u(x,t) (€ > 0), 


其 中 , 极限 函数 (u(x,t), v(x, t)) 是 柯 西 问题 (12.0.1)-(12.0.2) 的 弱 解 . 

注 12.2.1 定理 12.2.1 的 存在 性 结果 与 定理 12.1.1 几乎 相同 , 但 由 Shearer 构 
BHARRA EKHE, 可 用 来 研究 下 列 更 困难 的 问题 : 

(1) 柯 西 问题 (12.2.1)-(12.0.2) 的 物理 黏 性 解 的 紧 性 ; 

(2) 由 三 个 守恒 律 方程 组 成 的 通过 多 孔 介质 的 绝热 气体 流 系统 (12.3.1) 的 整体 
LP 弱 解 的 存在 性 ; 

(3) 由 多 个 方程 组 成 的 双 曲 系统 的 松弛 问题 . 

Shearer 的 证 明 方法 在 注 12.2.1 里 的 (2), (3) 中 的 应 用 分 别 在 12.3 节 和 第 16 
章 给 出 . 下 面 介绍 这 一 方法 在 (1) 中 的 应 用 . 

考虑 物理 黏 性 逼近 , 即 奇异 扰动 系统 (12.2.1) 带 初 值 (12.0.2) 的 柯 西 问题 , 我 
们 有 下 述 由 Serre 和 Shearer 建立 的 定理 : 
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定理 1222 fv) > c> 0, v- f”(v) < 0 (v € R\{O}), 并 且 f"(v) € 
LMR) nL%(R),，f”(v) € L~(R), 则 存在 柯 西 问 题 (12.2.1)-(12.0.2) 的 黏 性 解 的 子 
列 {(uS(z, t), v (z,t))} 和 u(z,t), v(a,t) € L™®([0, 00), L?(R)) 使 得 


(u°(z, t), v*(z,t)) = (ulz,t),v(z,t)) (€> 0), 


其 中 , 极限 函数 (u(z,t), v(x, t)) 是 柯 西 问题 (12.0.1)-(12.0.2) t 45 MF. 


12.3 ”绝热 气体 流 系统 
本 节 讨论 由 三 个 方程 组 成 的 非 线性 双 曲 系统 : 


v — uz = 0, 
us — o(v, 8)2 +au =0, (12.3.1) 
st=0 

带 L? 有 界 初 值 

(v(x, 0), u(x, 0), s(z, 0)) = (v(x), uo(z), so(7)) (12.3.2) 


的 柯 西 问题 的 弱 解 存在 性 , 其 中 a > 0 是 常数 . 系统 (12.3.1) 可 作为 通过 多 孔 介质 
的 绝热 气体 流 的 模型 , 其 中 v 是 比 容 , u, s 与 o 分 别 表 示 速 度 、 炉 以 及 压强 . CE 
欧 拉 坐 标 系 下 的 形式 可 作为 管道 中 等 温 的 不 稳定 二 相 流 的 模型 ( 见 文献 [80]). 

在 处 理 柯 西 问题 (12.3.1)-(12.3.2) 的 过 程 中 , 一 个 基本 的 困难 就 是 如 何在 适当 
的 LP (p > 1) 空间 中 得 到 (v (x,t), u (x,t), s (2,t)) 的 与 < 无 关 的 先 验 界 估计 , 其 
中 (vf (x,t), u" (x,t), sr(z,t)) 是 下 述 抛物 型 方程 组 : 


Vt — Uz = Ezz; 


Ut — a (V, s)z + aU = euzz, (12.3.3) 
St = ESzz 
带 光 滑 初 值 
(v(x, 0), u(x, 0), s(x,0)) = (v§ (x), us (7z), s6(2)) (12.3.4) 
的 柯 西 问题 的 黏 性 解 . 


一 般 而 言 , 系统 (12.3.1) 不 能 用 黎 曼 不 变量 方法 把 它 对 角 化 , 所 以 不 能 期 望 应 
用 不 变 域 原理 得 到 黏 性 解 (vs(z,t),w(z,t), sr(z,t)) 关于 < 的 一 致 ee 界 . 因此 只 
能 寻找 系统 (12.3.1) 的 L? 解 . 从 某 种 意义 上 讲 , 容易 得 到 柯 西 问题 (12.3.3)-(12.3.4) 
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的 解 在 L? 空间 中 的 先 验 估计 , 如 果 我 们 能 够 发 现 系统 (12.3.1) I-A. 但 
是 , 应 用 补偿 列 紧 方法 研究 黏 性 解 在 Z 空间 中 的 紧 性 时 , 一 个 新 的 困难 将 会 产生 . 
Shearer 的 工作 提供 了 处 理由 三 个 守恒 律 组 成 的 系统 (12.3.1) 的 理想 框架 . 

本 节 将 应 用 补偿 列 紧 方法 结合 Shearer 构造 的 粹 - 炉 流 研究 柯 西 问题 (12.3.1)- 
(12.3.2) 的 整体 广义 解 . 

我 们 先 对 非 线性 函数 o(v, s) 和 初 值 作 如 下 假设 : 

(1) a(v, s) = o(v)g(s) — cs, 其 中 g(s) € C3(R), g(s) > 0, o(v) 满足 

(a) o(v) € C3(R), o(0) =0, o'(v) > d > c?, 其 中 d 是 常数 ; 

(b) a”(0) = 0, o”(v) #0 (v £0); 

(c) o(v), o" (v) € L?(R) N L®(R). 

(2) (v(x), uo(z), so(z)) Æ L'R) 中 有 界 , 并 且 当 |z| > co 时 趋 于 零 的 速度 充 
分 快 使 得 

lim _(v5(2), vd), s6(2)) = (0,0,0), 


其 中 


(o6(z),au5(z),s5(z)) = (co(z),auo(z),so(z)) * j€ 
满足 
(v§ (2), ub (2), s6(2)) ** (volz), uo(z), so(2)) (€ > 0), 
lw6(z)lzzGR) < llvo(z)llz2R) < M, [lvG(@) lacey < M(e), 
lu Cz) le < luo(z)llzz < M, llug(z)lla R) < M(e), 
llsē(z)llz2) < llso(z)llz2) < M, 
lls @ llam) < Nsom < M 
以 及 
diug(z) 
dzi 


disg (z) 
dzi 


dius (z) 
dri 


<M(e), i=0,1,2, 


LR) Lor)’ 


其 中 , 常数 M > 0 与 < EX, M(e) > 0 Se AX. 


定理 12.3.1 RAH (1), (2) 成 立 , 则 对 任意 给 定 的 < > 0, 柯 西 问题 (12.3.3)- 
(12.3.4) 44512 AF (vo, ue, s) 全 局 存在 且 满足 


L=(R) 


lo(s dll, lut blz, jls (ba < M; 
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而 且 存 在 黏 性 解 的 子 列 {(us,us,s5]} 使 得 
(us, 8°) ae (v,u,8) (e 一 0)， 
HP, 极限 函数 (v,u,s) 在 LR x R+) 中 有 界 且 是 柯 西 问题 (12.3.1)-(12.3.2) 的 弱 
7 证 明 oy SE BARGER (v us, 9°) 的 存在 性 , 只 需 得 到 下 述 L 估计 : 
olz= < M(e,T), |lu‘llz~ < M(e,T), ls‘lli~ < M(e,T), (12.3.5) 


RER M(e,T) 可 能 会 因 < 一 0 或 时 间 T — co 而 趋 于 无 穷 . 
分 别 用 o(w)g(s) cs, u, g'(s) if o(v)dv — cv +78 乘 方程 组 (12.3.3) 中 的 第 一 、 
0 
二 、 三 个 方程 , 然后 把 得 到 的 结果 相 加 , 我 们 有 


2 v 2 
(= +f o(v)dvg(s) — csv + w), 
+(csu — o(v)9(s)u)2 + au? 


=e (¢ + ie o(v)dvg(s) — csv + =) 
0 zr 
-cg + 2lalo)g' (s) = sare +02 


3 11 2 2 
+f o(v)dvg 2ta), (12.3.6) 
其 中 , y 是 足够 大 的 正常 数 . 
利用 假设 |so(z)||in.(r) <M, tim, s0(z) =0, 并 注意 到 
h(a) = fi Vees f odt f7 Baas, 
我 们 就 得 到 so(z) 在 Zee(R) 中 的 有 界 性 . 所 以 函数 s5 (2) 满足 
lære <M, lle¥sé,(z)li~ < M, |leshe0()ll~ < M, 

因而 由 方程 组 (12.3.3) 中 的 第 三 个 方程 可 得 到 


{ llss(c,bllz= <M, |leiss(z,blz<a <M, 


llesi(z,t)|lz~@) < M, |Is*(-, lle R <M- 


(12.3.7) 
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FE g(s), 9(s) 与 g"(s) BAF, H g(s) > 6 > 0, 其 中 6 是 常数 . 
因为 | f o(v)dv] < Mv?, 所 以 等 式 (12.3.6) 的 两 端 在 RR x [0, T] 上 积分 有 
o 


co fy? v 
[ (F +f a(v)dvg(s) — csv + 2) dz 
-o0 0 
T poo 
+e Í f C10? +u? + c282 + au?dadt 
0 J- 
OO 2 vo 
< E (2 + if o(v)dvg(so) — csovo + 1) dz 
- 0 
+f E. Mv?dzdt < Mı + M2 f E v?dzdt, (12.3.8) 


其 中 , ci, c2, Mi, Ma 和 M 是 适当 的 正常 数 . 
由 于 


f ” a(v)dvg(s) — csv + m > cs(v? + 5?) 
对 充分 小 的 正常 数 cs 成 立 , 所 以 应 用 Gronwall 不 等 式 , HR (12.3.8) 即 得 
E v?dz < M(T), JE wade < M(T), im sdr < M(T), (123.9) 
以 及 T poo 
ef fe +u? + s2)dzdt < M(T). (12.3.10) 


把 方程 组 (12.3.3) 中 第 一 个 方程 的 两 端 对 z 求 导 , 然后 把 得 到 的 结果 乘 以 2v。 
有 
(vz)? — 2(vetz)2 + 2uzVer + 2ev2, = ce(u2)-z. (12.3.11) 


式 (12.3.11) 两 端 在 R x [0, T] 上 积分 得 
cc T poo 
[ di veda + f ri < ev2,drdt < M(e,T). 
同 理 可 证 
Fe + s2)dz + i. 大 e(u2, + s2,)dadt < M(e,T). 
由 此 即 得 估计 (12.3.5) 及 黏 性 解 的 存在 性 . 例如 ， 
v "= Pars f vass 三 vida < M(e,T). 
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为 了 证 明定 理 12.3.1 中 弱 解 的 存在 性 , 我 们 暂时 固定 s 而 把 它 视 为 常数 , 然后 


构造 下 述 系 统 : 

ve — uz = 0, 

(12.3.12) 
| us — (9(s)o(v))z =0 
FT. 作 变 换 
z= V9g(s)y, t=t, v=v, u= yg(s)w, 

则 系统 (12.3.12) 简化 为 

{ M4 — wy = 0, (12.3.13) 

w — o(v)y = 0. 


所 以 由 Shearer 的 方法 可 构造 系统 (12.3.13) PATE (w, w), gv, w)), 一 
类 是 Fourier W, 另 一 类 是 支撑 于 半 平 面 的 焙 . PMA LK (12.2.2) 中 的 估 
计 . 令 


(n(v,u, 8), a(v, u, s)) =(7(v, w), a(v, w)) 


ee i 


则 它们 满足 
{ n(v, u, 8) = (o'(v))“40(1), qlw, us) = (o"(v))40(1), 
(12.3.14) 
nu(v,u, 8) = (o'(v))“4O(1), mlv,u,s) = (0'(v))#O(1), 
以 及 
Tuu(v, u, 8) = (o’(v))~40(1), 
wu lv, u, 8) = (0'(v))#O(1), 
Tv(v, 4, 8) = (0"(v))20(1), 
其 中 , O(D 表示 有 界 函 数 . 由 于 
(Tos ĝu) = (—0"(v) tw, tte), 
所 以 把 s 作为 变量 有 
qu(v, u, 8) = —0'(v)/9(s)mu(v, u, 8), 
q RT (v, u, 8) 
u(v, u, Vat rms) 
wine nal 1 y-o eas (12.3.15) 
ns(v, u, a ie Jaa) ~~ fey Oe) 


qs(v, u, 5) = -se qu(v, u, 8). 
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用 (tes tus ts) 乘 方程 组 (12.3.3), 并 利用 (12.3.15), 有 
EN Vax + ETulzz + E71sSzz 
= Nore + Mute + NsSt — Metz — Nu(9(s)o(v))2 十 cmusz + xunu 
= m+ quV9(s)uz + cnusz + aun, 
+nu(9(s)o"(v)uz + o(v)9'(s)82) 
=m + V9(s)(quttz + dove) — o(v)9'(8)Nuse + cluss + UN, 
=m + (V9(s)g)s - V9(8)9082 — (V9(8))29 
一 5(u)g'(s)musz + cusz + auu- (12.3.16) 
另 一 方面 , 有 
EuVzz 十 Eluturz + ENsSzz = E(MvUx)z + €(MuUr)z + €(NsSz)z 
—€(Mv02 + Nuuu? + M383) 
一 e(2mouuzuz + 27osvrsz 十 27ustuzsz). (12.3.17) 
从 (12.3.7), (12.3.9), (12.3.10) 可 推出 


lo(v)g'(s)nusell i 


(RxR+) < M|lullez caxe+yliszllez axR+) < M(T), 


ellnssSzlle3, CRxR+) <eM|lu?s? || 21 


eRxR+) S My||u? lls caxet+) < M(T) 
以 及 


ellmusvzsz + Thustuzsz|| re(RxR+) 
<EM (|lurzsellzr (RxR+) + |luszuell cz (RxR+)) 
< Mi (llulla axe) + ellv2llz xr + lu2lz CRxR+)) 
< M(T). 
因此 由 等 式 (12.3.16), (12.3.17), 有 
m(v,u,s) + (Vg(s)a(v, u, s))z = D + I2, 


其 中 
D = €(uvz)z +E(uuz)z + €(Ms82)2 在 已 si(R x Rt) PR, 
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=(Vg(s))zg + Vg(s)gssz + o(v)g'(s)musz 
一 cyusz 一 UNu — E (vvv? + i + nss32) 
一 e(2muuvzuz + 27usvzsz + 2MustzSz) 


在 LLRX RH) 中 有 界 从 而 对 于 某 个 指数 Ke (1,2) 在 Wio2*(R x RH) 中 紧 . 另外 ， 
由 式 (12.3.14) 中 的 估计 , ne(v,u, s) + (Vaalo, u, 8))2 在 Wie’ PR x R+) (p > 2) 
HAR, 所 以 根据 定理 2.3.1, m(v,u, i 9()q(v, u, 8))2 在 Hi t(R x R+) 中 紧 . 

从 式 (12.3.7) 可 推出 {5° (x, t)} 的 点 点 收敛 性 , BTU FREF {(v (x,t), 
u®(z,t), 8°(2,t))} 的 Young 测度 v 的 支 集 被 归 约 到 vOu 平面 , 并 且 上 面 给 出 的 任 
FUNG HARE (ni(v, u, s), qi(v,u,s)) (i = 1,2) 都 满足 测度 方程 


(v, mlu, ut, 8)/9(s)g2(v°, u, s) 一 eee 
=(vm(v8, uF, 8))(v, Volal" 
—(v,n2(v®, ue, s)) eee u’,s) 
即 
(v,m(v®, uf, 8)g2(v°, u®, 8) — no(v®, u®, 8)qi(v*, u", 8)) 
= (¥m(v*, uF, 8))(v, qa(v*, u®, s)) 
—(¥,n2(v®, uf, 8))(v,q1(v®,u®, 8), (12.3.18) 


因为 g(s) > 6 > 0. 

现在 把 方程 (12.3.18) 中 的 s 当 作 常 数 , 则 由 定理 12.2.1 或 定理 12.2.2 中 的 
紧 性 框架 即 可 证 得 所 有 的 Young 测度 v 是 Dirac 测度 , 从 而 得 到 定理 12.3.1 的 证 
明 . 口 


评 注 
除了 物理 模型 (12.0.1) 之 外 , 下 述 由 两 个 方程 组 成 的 数学 系统 
a—(Z)2=0, 1<7<2 
的 LP 弱 解 由 Frid 49 Santos 在 文献 [77, 78] 中 得 到 , 其 中 z= u+ iv ec. 
尽管 系统 (12.3.1) 与 系统 (12.0.1) 多 少 有 点 相似 , 但 直到 现在 , 它 是 唯一 可 得 
到 LP 弱 解 的 由 三 个 方程 组 成 的 双 曲 系统 . 系统 (12.3.1) 和 色谱 学 系统 (7.5.1) 是 仅 


有 的 两 个 可 应 用 补偿 列 紧 方法 研究 的 由 多 个 方程 组 成 的 双 曲 系统 . 
定理 12.3.1 的 证 明 选 自 文献 [81]. 
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考虑 下 述 形式 的 偏 微分 方程 组 : 
Up+FU)e+ IRU) = Vee. (13.0.1) 


这 里 U = U(z, 在 RN 上 取 值 , 它 是 一 些 基 本 物理 量 关 于 空间 变量 z 的 密度 向 量 ， 
7 是 松弛 时 间 , 它 在 许多 物理 现象 中 是 个 很 小 的 量 . 在 动力 学 理论 中 , 它 是 平均 自 
由 路 程 , 而 在 弹性 力学 中 表示 弹性 的 持续 时 间 . < 是 人 工 黏 性 参数 或 扩散 系数 . 

当 s= 0 时 , 相应 的 系统 


U: + FU)2 =0 
是 双 曲 型 的 , 即 N x N 矩阵 VEU) 有 ON 个 实 根 , 松弛 系统 
Ui+F(U)s+ IRU) =0 


同样 是 双 曲 型 方程 , 它 源 于 许多 物理 现象 , 如 燃烧 理论 (I [21~23]), 多 相 转移 和 相 
转移 ( 见 [82]), 色谱 学 ( 见 [61, 83]), 黏 弹性 学 ( 见 [12, 84]), 动力 学 理论 ( 见 [85~87])， 
河流 模型 ( 见 [61, 88]) 以 及 交通 流 模型 ( 见 [61, 89]). 

给 定 一 个 形 如 (13.0.1) 的 方程 组 , 无 论 数 学 上 还 是 物理 上 都 感 兴趣 的 一 件 事情 
就 是 当 松弛 时 间 + 和 黏 性 参数 < ATEN UO (x,t) 的 极限 行为 . 

考虑 下 述 2 x 2 方程 组 : 


Ut — Ur = EUrz, 
v= Alu) _ (13.0.2) 
foe 


Ut — Cuz + EUVzz， 


其 中 , c 是 常数 , hlu) 是 v 的 平衡 值 . 方程 组 (13.0.2) 是 具有 形式 (13.0.1) 的 方程 组 
中 最 简单 的 模型 . 
对 于 方程 组 (13.0.2), 我 们 将 说 明 : He = 0 且 系统 


Ut — Uz = 0, 
Vt — cuz = 0 


-vE < h'(u) < ve (13.0.3) 


双 曲 , BP c > 0, 则 基本 条 件 
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即 所 谓 的 次 特征 场 条 件 是 确保 下 述 系统 : 


Ut — Uz = 0, 
车 (13.0.4) 
oo one SMO 0 


的 解 (ur,vr) 当 7 0 时 稳定 的 必要 条 件 ; 但 是 , 若 e= 0, c < 0, 则 方程 组 (13.0.2) 
与 (13.0.4) 是 不 适 定 的 ; A es > 0,7 = ofc), 也 就 是 说 , r Ke 更 小 , 则 方程 组 (13.0.2) 
ROWE (u57, 0T) 总 是 稳定 的 . 

所 有 这 些 都 能 通过 Chapman-Enskog WANEER RHEW. 令 


v =h(u) + rvi + O(7’), 
则 由 方程 组 (13.0.2) 中 的 第 二 个 方程 得 
V1 = EVzz — Vt + Cuz + O(T) 
= evzz — h'(u)uy + cuz + O(T) 
= evzz — €h!(u)uze — h'(u)vz + cuz + O(7) 
= evzz — Eh'(u)uzz — (h'(u)) uz + cuz + O(r). (13.0.5) 
把 (13.0.5) 代入 (13.0.2) 中 的 第 一 个 方程 , 有 
ty — h(u), = euzz 二 rulz 十 O(r2) 
= (e +r(c- h(u)?))us) | + O(r?) + O(re), (13.0.6) 


所 以 若 e= 0, c > h?(u) MH e > 0, r = ofc), 其 中 后 一 种 情形 蕴涵 着 c > 
T(k?(u)-— c), 则 方程 (13.0.6) 是 适 定 的 , 因为 此 时 扩散 项 系数 是 正 的 . 遗憾 的 是 , 若 
e=0 且 c<0, 则 方程 组 

Ut — vz = 0, 

ve + |elue = 0 


不 适 定 , 因而 方程 组 (13.0.4) 也 不 适 定 , 这 一 点 将 在 下 面 进行 说 明 . 
事实 上 , 从 方程 组 (13.0.4) 中 的 第 一 个 方程 可 推出 , 存在 函数 w(z,t) 使 得 


Wr=U, We=v. 
于 是 方程 组 (13.0.4) 中 的 第 二 个 方程 可 改写 为 


wee + |clwzz + Llw —h(wz)) = 0. 
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这 是 一 个 椭圆 型 方程 , 它 带 初 值 w(z,0) = f * uo(s)ds 的 Dirichlet 问题 在 +t>0 内 
0 


可 求解 . 但 是 这 时 vo(z) 不 能 独立 于 wo(z) 取 值 , 因为 这 种 情形 下 wo(z) = wr(z, 0), 
而 w 依赖 于 wo(z). 

上 面 的 分 析 说 明 , 除了 次 特征 场 条 件 (13.0.3) 可 保证 双 曲 系统 (13.0.4) 解 的 稳 
定性 之 外 , 方程 组 (13.0.1) PRE < 不 仅 是 为 了 讨论 其 与 松弛 共同 作用 时 数学 上 
的 方便 , 而 且 还 是 另外 一 种 必要 的 稳定 机 制 . 

在 第 14 章 , 我 们 关心 的 是 带 刚性 松弛 项 与 控制 扩散 项 的 一 般 2 x 2 非 线性 守 
恒 律 系统 的 奇异 极限 , 建立 了 一 些 不 带 次 特征 场 条 件 的 紧 性 框架 . 

在 第 15 章 , 我 们 将 研究 一 些 特殊 的 带 刚 性 松弛 项 的 双 曲 系统 的 极限 行为 , 所 
有 的 紧 性 结果 都 基于 次 特征 场 条 件 . 

在 第 16 章 , 我 们 研究 了 一 些 特殊 的 由 多 个 方程 组 成 的 双 曲 系统 的 松弛 问题 . 
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本 章 讨论 一 般 2 x 2 非 线性 守恒 律 系统 的 刚性 松弛 与 控制 扩散 的 奇异 极限 . 
所 谓 刚性 松弛 与 控制 扩散 , 指 的 是 松弛 时 间 r 趋 于 零 的 速度 比 扩散 系数 e tk, 即 
T = ole) (e 一 0). 我 们 将 建立 下 述 一 般 框架 : 若 系统 的 解 关于 © 存在 先 验 一 致 Fe 
界 , 则 解 序 列 收敛 于 这 个 系统 相应 的 平衡 解 . 我 们 的 结果 表明 这 种 极限 的 收敛 行为 
既 与 稳定 性 准则 无 关 也 与 相应 的 不 带 黏 性 的 拟 线性 系统 的 双 曲 性 无 关 , 这 不 同 于 第 
15 章 关 于 不 带 黏 性 的 松弛 系统 的 奇异 极限 . 这 个 框架 可 应 用 于 带 松弛 项 的 一 些 重 
要 的 非 线性 系统 , 比如 弹性 力学 系统 , 欧 拉 坐标 系 下 的 等 炉 流 体 动力 学 系统 , 以 及 
推广 的 交通 流 模 型 

我 们 还 考虑 了 一 些 没有 LO 界 估计 的 物理 模型 的 奇异 极限 ,比如 带 刚性 松弛 
项 的 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 等 焙 流 体 动力 学 系统 和 带 刚 性 松弛 项 的 交通 流 模型 , 证 明 
了 相应 的 解 序列 在 Z 空间 中 收敛 于 这 些 系统 的 平衡 解 , 如 果 松弛 时 间 7 趋 于 零 的 
速度 比 < AR. 


14.1 两 个 重要 的 定理 


我 们 讨论 带 松弛 与 扩散 的 一 般 2 x 2 拟 线性 守恒 律 
| ve + f(v,u)z = evzz, 


1 (14.1.1) 
ue + g(v,u)z + za(v,u)(u — h(v)) = cuss 


带 可 测 初 值 
(v(x, 0),u(z, 0)) = (vo(x), uo(x)) (14.1.2) 
的 柯 西 问题 关于 刚性 松弛 与 控制 扩散 的 奇异 极限 . (14.1.1) 中 的 第 二 个 方程 包含 一 
个 松弛 装置 , h(v) Eu 的 平衡 值 , + 是 松弛 时 间 , 函数 a(v,u) > 0, e 是 扩散 系数 . 
松弛 项 在 一 些 适当 坐标 系 下 的 系统 中 起 着 阻尼 作用 . 
方程 组 (14.1.1) 的 奇异 极限 问题 可 视 为 + 趋 于 零 时 的 奇异 扰动 . 当 r = e 时 ， 
一 些 经 典 模型 的 松弛 系统 已 在 文献 [90~92] 及 其 引用 文献 上 得 到 很 好 的 研究 . 第 15 
章 将 研究 松弛 系统 中 © = o(r) 及 相应 的 2 x 2 系统 


{ v+ f(v,u)z =0, 


(14.1.3) 
ut g(v,u)z=0 
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是 双 曲 型 的 情形 . 

本 节 考 虑 刚性 松弛 和 控制 扩散 即 r=ole)(e 一 0) 的 情形 . 当 柯 西 问题 (14.1.1)- 
(14.1.2) 的 解 在 Lo 空间 中 一 致 有 界 , RINER: 对 于 任何 C1 类 流 函数 f g, 这 
种 极限 总 是 稳定 而 无 振荡 发 生 . 

定理 14.1.1 i f, g € C'(R?), h € C?(R) E ao < a € C(R?), 其 中 常数 
ao > 0. 如 果 T = ofc) (e > 0), 并 且 柯 西 问题 (14.1.1)-(14.1.2) 的 解 (us, ue) = 
(v7), ue) 对 任意 给 定 的 时 间 T AA LO 界 


lvfllræmxo,r < M(T),  |lv® ll oeexjo,71) < M(T), (14.1.4) 


其 中 , 常数 M(T) > 0 与 = KK, 那么 存在 子 列 {(v5*,us*)} 几乎 处 处 收 你 于 由 下 述 
(E1), (E2) 唯一 确定 的 平衡 态 (v, u). 

(E1) u(z,t) = h(v(z,t)) (a.e. (x,t) € R x (0, T]); 

(E2) v(Z,t) 是 柯 西 问题 


vet f(v,h(0))2 =0, v(z,0) = volz) (14.1.5) 


的 LO Wi ht. 
即使 柯 西 问题 (14.1.1)-(14.1.2) 的 解 没 有 先 验 Loo 估计 , 也 能 证 明 松弛 极限 稳 
定 , 如 果 初 值 满足 


(oo(z) — 6, uo(x) — ū) € L*(R)NLP(R), w=h(d), 1<p<oo, (14.1.6) 


并 且 函 数 f, g 以 及 a(u,v) 满足 增长 性 条 件 : 

(41) lwal+le(waols cı + c2(lv]? +lul9)， 

IVF(v,u)| + |Vg(v, u)] < ca + callu]? + u|), g € [1,3); 

(A2) 0 < cs + cellu] + lul”) < a(v,u) < c7 + cs(lv|” + lul"), 0< r< 4; 

(Az) |h(v)| < co + ciolvl*, k> 1, 
其 中 , q r, k, ci (1 < i < 10) 都 是 正常 数 . 

定理 14.1.2 inä (vo uo) 满足 (14.1.6) 且 (A1) ~ (As) RÈ. 如 果 存 在 在 
柯 西 问题 (14.1.1)-(14.1.2) 的 解 之 值 域内 严格 凸 的 函数 plo, u) 使 得 


Pu(v,u) = pi(v,u)(u—h(v)), p(v,u) = nv, u) + plv, u), 


HP, pilv,u) > co > 0, p(v,u) 是 二 阶 导 函数 有 界 的 光滑 函数 , 7I(v,u) 是 系统 
(14.1.3) 的 一 个 精 , 那么 : 

(D 车 2k(g 一 1) <r 且 对 任意 给 定 的 e, 7 > 0 存在 大 常数 Mi > 0 使 得 
Mir Se, 则 柯 西 问题 (14.1.1)-(14.1.2) 存在 唯一 的 光滑 解 (v5'",us'"), 并 且 


lu lremrxor < Cler), lu 7)Ilz--cexto,r < Cle, 7), (14.1.7) 
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其 中 , 常数 C(e,T) > 0 依赖 于 < 与 Ti; 
(IL) $ (1) 中 的 条 件 全 部 成 立 , 且 2k(g 一 1)+p 一 2 < r, 则 us7(. t)r <M; 
(Il) # (II) 中 的 条 件 全 部 成 立 , H p> max{l,q,qk},7 =o0l(e) (€ 一 0), MA 
在 (vf u) = (v7), ue) 的 子 列 {(us ac)} 几乎 处 处 收敛 : 
(v*, ue) ÈS (v,u) (el 一 0)， (14.1.8) 
其 中 , 极限 函数 (v,u) BR (A), (F2): 
(Fi) u(z,t) = h(v(z,t)) (ae. (z,t) € R x (0,7); 
(Fz) o(2,t) 是 柯 西 问题 
ut f(v,h(v))2=0, v(x,0) = vo(z) (14.1.9) 
的 唯一 L? IÀ AR. 
注 14.1.1 著 2k(g 一 1) <7, 则 由 (A1)~(h43), 有 
(Aa) {fulv, 8)? + gulv, B)? + f'(v,h(v))? + 9'(v, h(v))?}/a(v, u) < M, 
这 里 在 4 与 h(v) 之 间 取 值 . 
这 个 不 等 式 将 在 14.4 节 用 来 证 明定 理 14.1.2. 
定理 14.1.1 的 证 明 在 14.2 节 给 出 . 它 在 带 刚性 松弛 项 的 弹性 力学 系统 、 欧 拉 
坐标 系 下 的 等 炉 气 体 动力 学 系统 、 交 通 流 模型 等 中 的 应 用 在 14.3 节 介绍 . 
定理 14.1.2 的 证 明 在 14.4 节 给 出 . 它 在 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 等 焙 气 体 动力 学 
系统 、 带 刚性 松弛 项 的 交通 流 模型 等 中 的 应 用 在 14.5 节 介绍 . 


14.2 ”定理 14.1.1 的 证 明 


本 章 中 , 我 们 用 M(T) 与 M RRS e, 7 无 关 的 一 般 常数 , 它们 在 各 种 情形 下 
可 能 不 同 , 但 不 再 加 以 区 分 . 在 证 明定 理 14.1.1 之 前 先 介绍 两 个 引 理 . 
首先 , 我 们 建立 柯 西 问题 (14.1.1)-(14.1.2) 的 解 的 整体 存在 性 : 
引 理 14.2.1 Se HAM (14.1.1)-(14.1.2) 的 解 有 先 验 LO 界 (14.1.4), 则 对 
任意 给 定 的 <, T > 0, 柯 西 问题 (14.1.1)-(14.1.2) Æ R x (0,T] 上 的 光滑 解 存 在 唯一 . 
证 明 ” 柯 西 问题 (14.1.1)-(14.1.2) 的 解 的 局 部 存在 性 和 正则 性 可 通过 把 压缩 
映像 原理 应 用 于 方程 组 (14.11) 的 积分 表示 得 到 . 由 于 局 部 时 间 只 依赖 于 c 7 及 
初 值 的 Fe。 范 数 , 所 以 利用 先 验 Lo 估计 (14.1.4) 即 可 得 到 解 的 整体 存在 性 . 证 
毕 . 口 
其 次 , 有 下 述 估计 : 
引 理 14.2.2 Sep HM (14.1.1)-(14.1.2) 的 解 有 先 验 LO 界 (14.1.4), 且 
f, 9 € C'(R?), h € C?(R), A] 
(u=h(v))? 


7 <M (14.2.1) 


Lh, (RxR+) 


|le(oz + ww) mxr+) < M, 
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如 果 Myr <e 对 某 个 大 常数 Mi > 0 成 立 . 
证 明 51 14.2.2 中 已 略 去 备 性 解 的 上 标 =, r. 因为 (ou) 有 界 , 所 以 可 选取 


大 常数 Cy > 0 WARI pou) = -hlo)u+ CË 满足 


Pov(v, U)vz + 2pyu(v,U)vetz + Puu(v, u)uz > C2(v2 + u?) (14.2.2) 


对 某 个 正常 数 Co 成 立 . 
用 (pv, pu) 乘 方程 组 (14.1.1), 则 由 不 等 式 (14.2.2) 得 


PV, + polv, U)f(v, u)z + Pu(v, u)g(v, u)z 
talv, u) EA? + €Ca(vz + u2) 
< epza(v, u). (14.2.3) 
经 过 简单 计算 , 有 
Pel dfs = (Poles u)(F(0,u) = So bo), 
+pa(vsh(o)) fo lo) 
-pua (o lfou) = Fo, hlo))] 
+puloru) — poles ADISA) 
= (plo fo = Foa), 
+( f" polsi hs ns)as) 
ov, us + Pool u)vel favs )(u— Rl) 
+ Poul Bau ~ h(o))f"(0,(O) (14.2.4) 
以 及 
mso = (pulo, (Glo) = gwh), 
+( fps, h(s))o'(s,h(s))as) 
-Ipu (v, wus + puu (v, oslou(e, Ba)(u — ho)) 


+Puu(v, Ba)(u — h(v))g' (v, h(v))vz, (14.2.5) 
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其 中 
poloh) =Polo har), Flo) = EAD, 


Bi (1 < i < 4) 在 w ho) 之 间 取 值 . 所 以 利用 经 典 的 Young 不 等 式 可 由 式 
(14.2.2)~(14.2.5) 推出 


N 2 
plv, u)e +q(v, Ue + c tho + €C2(v2 + u2) 

—7TC3(v2 + u2) 
< epzz(v, u) (14.2.6) 


对 一 适当 的 函数 9 与 正常 数 co 以 及 依赖 于 p 的 二 阶 导数 和 f, g 的 一 阶 导数 之 界 
的 正常 数 Cs 成 立 . 
把 不 等 式 (14.2.6) 乘 以 一 个 适当 的 试验 函数 并 在 R x Rt 上 分 部 积分 , 即 可 得 
到 估计 (14.2.1), 如 果 2rCs < eCz, 从 而 引 理 14.2.2 获得 证 明 . 口 
定理 14.1.1 的 证 明 ”我 们 把 方程 组 (14.1.1) 中 的 第 一 个 方程 改写 为 


ve + f(v, h(v))z = evzz + (f(v, h(v)) — f(v,u)),- (14.2.7) 


设 (n(v), q(v)) 是 标量 方程 
v + f(v,h(v))2 =0 


BCE HEHE, 则 用 n(o) 乘 方程 (14.2.7), 有 
n(v)e + qv)z = —n'(v)(f(v, u) — f(v, h(v))), + en! (v) vz 
= —(n'(v)(F(v,u) — f(v, h()))), + en(v)vze 
+[f(v,u) — f(v, h(v))]n"(v)ve — en!" (oo 
= —(n'(v) fulv, n)(u — h(v))), + en(v)vzz 
+ falv, 72)n"(v)(u — h(v))v2 — en" (v)v?, (14.2.8) 


其 中 , yi (i = 1,2) 在 4 与 h(v) 之 间 取 值 . 
由 (14.2.1) 中 的 估计 式 , 在 任意 紧 集 2 CRx Rt 上 有 


-amlandt 


cm (| C= asat) ( f rozaa) =o (一 0)， 
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| /ese no) eda 
=| [fe no) bedeat| 
<m(f rézazat)?(f (eK anat)? +0 (e+) 


此 外 , 由 于 en’ (vu? 在 LL, PAR, enlu) 一 0 在 分 布 意义 下 成 立 , 所 以 等 式 
(14.2.8) 的 右 端 对 某 个 常数 ge (1,2) 在 Woe (R x R+) 中 紧 . 注意 到 等 式 (14.2.8) 
的 左 端 在 WDR x Rt) 中 有 界 , 我 们 有 


NoE) +a) AFRE oo 在 Wi’ (Rx Rt) 中 紧 . 


因此 由 第 3 章 中 关于 标量 方程 的 紧 性 框架 即 得 {0°} 的 强 收敛 性 . 再 由 (14.2.1) 中 
的 第 二 个 估计 可 得 {wu} 的 强 收 敛 性 . 这 就 完成 了 定理 14.1.1 的 证 明 . 口 

注 14.2.1 在 定理 14.1.1 P, 关于 非 线性 流 函数 f(v,h(v)) 的 条 件 (3.1.6) 没 
有 作为 假设 以 确保 {uo} HK. 事实 上 , 如 第 3 章 评注 中 最 后 一 部 分 所 述 那 
样 , Szepessyl24 去 除了 这 一 条 件 . 更 多 的 细节 请 参看 文献 [3]. 


14.3 M 14.1.1 的 应 用 
本 节 把 定理 14.1.1 应 用 于 一 些 重要 的 物理 模型 , 如 带 刚性 松弛 项 的 弹性 力学 
系统 、 欧 拉 举 标 系 下 的 等 炉 气 体 动力 学 系统 、 交通 流 模型 等 . 
14.3.1 ”弹性 力学 系统 
弹性 力学 系统 


vt + uz = 0, 
(14.3.1) 
ut+o(v)z=0 


是 描述 质量 和 动量 守恒 的 一 个 双 曲 型 方程 组 . 对 于 voe”(v) > 0 (v e R\{0}) 的 情 
形 , 系统 (14.3.1) 的 大 初 值 整体 Lo 弱 解 的 存在 性 已 在 第 11 章 得 到 证 明 ; 而 对 于 
vo" (v) < 0 (v € R\{0}) 的 情形 , 系统 (14.3.1) 的 Le 弱 解 的 存在 性 已 在 第 12 章 给 
予 介绍 . 

下 面 考虑 带 松 弛 项 的 弹性 力学 系统 : 


Ut + Uz = EVzz, 
wR (14.3.2) 


Utt+o(v)z + = Etuzz- 


T 
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系统 (14.3.1) 的 零 松弛 与 耗 散 极 限 最 先 由 Chen, Levermore 和 Liu 在 文献 [12] 
中 进行 了 研究 . 应 用 不 变 域 理论 ,他 们 最 早 得 到 了 柯 西 问题 (14.3.2) 带 有 界 初 什 
(vo(z), uo(z)) 的 解 (v7, ue?) 的 Le 估计 , 如 果 函 数 olv) 和 h(v) 满足 下 述 假设 : 

(By) o(v) € C?(R), o'(v) > 0, H vo”(v) > 0 (v € R\{0}); 

(Ba) 稳定 性 条 件 |h'(v)| < Voo); 

(B3) h € C1(R), 存在 常数 Mo > 0 使 得 当 |v] > Mo 时 h(v) 三 有 ,其 中 ,有 是 
常数 . 
事实 上 , 应 用 比较 原理 可 去 除 假设 (B3) ( 见 文献 [84]); 而 且 应 用 文献 [84] 中 定 
理 7.1 的 证 明 方法 可 把 条 件 (Bi) 减弱 为 

(Bı) o(v) € C?(R), o’(v) > 0, 但 meas{v € R:o'(v)=0}=0, 有 vo"(v) > 
0 (v € R\{0}). 

考虑 (usr,ue7) 当 7 与 e 趋 于 零 时 的 收敛 性 时 , 下 述 两 个 假设 在 文献 [12] 和 
[84] 中 均 被 使 用 : 

(Ba) h(v) € C1(R), H h(v) 在 任何 区 间 上 都 不 是 仿 射 ; 

(Bs) llvo(z)llzæ < No, lluo(z)llz= < No 对 某 个 适当 的 正常 数 No 成 立 . 但 对 r 
与 e 间 的 量 阶 没 有 限制 , 且 人 允许 初 值 振荡 . 

利用 定理 14.1.1 与 (Bi) 中 的 有 界 性 估计 以 及 (Bo), 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 14.3.1 £HKM h(v), o(v) 满足 假设 (Bi) 和 (Ba)， 则 存在 柯 西 问题 
(14.3.2) 带 有 界 可 测 初 值 (14.1.2) 的 整体 光滑 解 (v u) 的 子 列 {(uee，uex)} 强 收敛 
于 由 h(v) 与 wuo(z) 唯一 确定 的 平衡 态 (u,u) ( 见 定理 14.1.1 中 的 (E1), (E2)). 


14.3.2 ” 欧 拉 坐标 系 下 的 等 炳 气体 动力 学 系统 
欧 拉 坐标 系 下 的 等 炉 气 体 动力 学 系统 是 非 线 性 双 曲 守恒 律 : 
| pi + (pu)s =0, 
(pu): + (pu? + P(p))z = 0, 
其 中 , p, m = pu 与 P(p) 分 别 表示 密度 、 动 量 与 压强 .对 于 多 方 气体 即 P(p) = 
Kp” (s > 0) 的 情形 , 绝热 指数 7 > 1 时 该 系统 大 初 值 整体 弱 解 的 存在 性 已 在 第 8 
章 给 予 证 明 . 
在 系统 (14.3.3) 中 加 入 松弛 项 , 得 到 下 述 系 统 : 
| Pe + (pu)z = 0, 


(pu)e + (pu? + P(p))2 + 


(14.3.3) 


Pee (14.3.4) 
T 


=0, 


它 源 于 许多 实际 情形 , 如 带 摩擦 的 洪水 流 或 河流 方程 组 ( 见 文献 [12, 61, 93]). 
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MEH HB A BEE DEA ARE BE FA A: 


pt + mz = Epzz, 
2 -hi (14.3.5) 
m+ (= ae Pi) + m—h(p) _ Mex 
p $ 7 


带 有 界 可 测 初 值 
(p(z,0),m(z,0)) = (057° (a), mG" (2)) = (po(z) + ô, po(z)uo(z)). (14.3.6) 


应 用 不 变 域 原理 , Lattanzio 和 Marcati!4) 对 h(p) = p(1 一 p) 的 情形 得 到 了 柯 
西 问题 (14.3.5)-(14.3.6) 的 解 的 先 验 Loo 界 估计 . 他 们 还 考虑 了 系统 (14.3.4) 在 远 
离 真空 的 区 域 中 的 零 松 弛 现象 . 

幸运 的 是 , 定理 14.1.1 只 要 求解 关于 松弛 时 间 和 耗 散 参数 的 一 致 L> 界 估计 ， 
所 以 我 们 对 更 一 般 的 情形 也 可 以 得 到 柯 西 问题 (14.3.5)-(14.3.6) 的 解 的 收敛 性 , BD 
使 解 包 含 真空 . 

EH 14.3.2 HAA P(p) € C?(0,00) 具有 性 质 : 当 p > 0 时 , P'(p) > 0, 
2P'(p) + pP"(p) > 0, 并 且 


dp<oo, Vce>0. 


如 果 存 在 常数 N, L > 0 使 得 区 域 
Zio = {(p,m): w < N, z > —L, p > 0} 


包含 曲线 段 m = h(p) (0 < p < p) 与 初 值 (pg(z),mg(z)))， L m = h(p) 经 过 曲线 
w=N f z=-L 的 两 个 交点 (0,0) 5 (p,m) (5 > 0), 如 图 14.1 所 示 , 那么 对 任意 
给 定 的 c, T > 0 和 6 > 0, 柯 西 问题 (14.3.5)-(14.3.6) 的 光滑 解 (pTi, uT) 存在 
唯一 且 满足 

0 <c(t,e,5) < po (z,t) < M, |u®7*(z,t)| < M. (14.3.7) 


( 
dt 


\ (am) 
L 


z= 一 


图 14.1 系统 (14.3.5) 的 不 变 域 
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进一步 , 若 T= ole) (e > 0), 则 存在 子 列 {(psTs,usr5)} 几乎 处 处 收敛 : 


eT,6 
> 


(Pp 


其 中 , MMR BHA (p,m) 是 由 h(p) 与 po(z) 唯一 确定 的 平衡 态 ( 见 定 理 14.1.1 中 的 
(E1), (E2)). 
证 明 ”为 了 证 得 式 (14.3.7), 分 别 用 (wp, wn) 和 (zp, 2m) RRA (14.3.5) 得 


+” h(p) 
TP 


put) ES (p,m) (6, e — 0), 


2e 
wi + X2tz =EWrr + pe 


-—— P + pP")p?, 
z7 l + pP"\p; 


一 Ezzz 十 一 pzz: 
z2 
er 


Zt + Àz + pu = hlp) 


E 


29? /P"(p) 


+ (2P' + pP")p?. 


于 是 由 P(p) 的 性 质 有 


一 h 2e 
w+ dows + P 四 S Wrz + —Prwz, 
Tp P 
Zt 十 和 Zz 十 


— hi 2e 
piah) eta ae 
Tp P 


车 曲线 m = h(p) 经 过 曲线 w = N 和 z= -L 的 两 个 交点 (0,0) 与 (p,m), 且 当 
O<p<plt, EWR z= -L 的 上 方 而 在 曲线 w= N 的 下 方 , 则 容易 验证 


Zio = {(p,m): w < N,z > —L, p > 0} 
是 系统 (14.3.5) 的 不 变 域 . 所 以 有 下 述 估计 : 
O< p< M, jue) <M, 


因为 广 VP'(p)/pdp = œ 与 J VP'(p)/pdp < co 对 任意 常数 c > 0 成 立 . 


估计 式 (14.3.7) 中 关于 pz 的 正 下界 可 由 定理 1.0.1 的 最 后 一 部 分 得 到 . 然 
后 根据 定理 14.1.1 即 可 完成 本 定理 的 证 明 . 可 


14.3.3 ”推广 的 交通 流 模型 : Lo 解 
本 部 分 考虑 推广 的 交通 流 模型 : 
| pt + (pu)z = epzz, 


2 

—h 

at 十 (F +40) + ua ble) _ Elzz 
z T. 


(14.3.8) 
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带 有 界 可 测 初 值 
(o(x, 0), u(x, 0)) = (po(z), uo(z)) (oo(z) > 0) (14.3.9) 
的 柯 西 问题 的 黏 性 解 . 
相应 的 双 曲 系统 : 


| pe + (pu)z = 0, 
(14.3.10) 


ur + (5 +), =o 


的 弱 解 存在 性 已 在 第 9、 第 10 章 给 予 证 明 . 
系统 (14.3.10) 加 上 奇异 松弛 项 的 系统 


pr + (pu)z = 0, 
2 = 14.3.11 
u+ ($+) + toh) <9 man 


的 零 松弛 极限 的 研究 始 于 Schochetls3l. 系统 (14.3.11) 在 推导 汽车 交通 流 的 数学 模 
型 时 导出 ( 见 文献 [61]), 它 在 g(p) = Enp 时 的 整体 古典 解 由 Schochetls9) 得 到 , 如 
Rr 充分 小 且 7T < Hate，a > 0. 

根据 定理 14.1.1, 有 下 述 定理 . 

定理 14.3.3 ik g'(p) > 0, 且 g'(p)/p 单调 非 减 ， 如 果 存 在 常数 N, L > 0 
使 得 曲线 u = h(p) 经 过 曲线 也 = N 与 z = 一 L 的 唯一 交点 (万 到 ,并且 曲线 段 
u = h(p) (0 < p <p) 和 初 值 (po(z),uo(z)) AR HAE FI 

Zu = {(p,u):w < N,z>—L,p>0} 
之 中 , 如 图 14.2 所 示 , 那么 对 任意 给 定 的 e, T > 0, 柯 西 问题 (14.3.8)-(14.3.9) HH 
滑 解 (057 uT) 存在 唯一 且 满足 
O< <M, |u| <M. (14.3.12) 

进一步 , Br =olc) (< > 0), 则 存在 子 列 {(9°7,uo7)} 使 得 当 e 一 0 时 几乎 处 处 收 
AFH h(p) 与 po(z) 唯一 确定 的 平衡 态 (pu) ( 见 定 理 14.1.1 中 的 (E), (E2)). 


\ Ga 
z=-L 


图 14.2 系统 (14.3.8) 的 不 变 域 
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证 明 ”注意 到 定理 14.1.1 中 的 结论 , 证 明 的 关键 仍 是 推导 Lo 界 估计 (14.3.12). 
分 别 用 (wp, wu) 与 (zo,zu) 乘 系统 (14.3.8), 其 中 w 与 z 是 系统 (14.3.10) WR 
曼 不 变量 , 有 


i ; 

we + Azwa + (u — h(p)) = ewes — e(V9'/P)' pz 和 eur 
1 

zi + MZe +7 (u — h(p)) = Ezaz + e(V9'/P) pz > Ezr 


根据 假设 , 存在 常数 N, L > 0 使 得 曲线 u= h(p) 经 过 曲线 内 = N 5 z= -L 
的 唯一 交点 (p,a), 并 且 曲 线段 u = h(p) (0 < p < p) 和 初 值 (po(z), wo(z)) 都 落 在 
闭 域 
En = {(p,u) : w < N,z>-L,p > 0} 


之 中 , 所 以 D 一 定 是 系统 (14.3.8) 的 一 个 不 变 域 . 这 就 完成 了 定理 14.3.3 的 证 
明 . 口 


14.4 定理 14.1.2 的 证 明 


本 节 分 几 步 来 证 明定 理 14.1.2. 

(DD) 的 证 明 ”把 压缩 映射 原理 应 用 于 方程 组 (14.1.1) 的 积分 表示 , 可 得 到 柯 西 
问题 (14.1.1)-(14.1.2) 的 解 的 局 部 存在 性 和 正则 性 , 其 中 局 部 时 间 只 依赖 于 c 7 及 
初 值 的 Le 范 数 . 所 以 只 要 得 到 下 面 给 予 证 明 的 先 验 Le 估计 (14.1.7) 就 可 得 到 
解 的 整体 存在 性 . 定义 

Plv, u) = p(v,u) — 0,0) — py(v, Dv — 0) — Pu (©, 0)(u — ü), 
类 似 地 定义 ñv, u) 与 p(v,u). 
EIA pv, u) 严格 凸 , 所 以 存在 常数 C > 0 使 得 
Pov(v, u)vz + 2ou(v, U)vete + Puu(v, uju? > Calu? +u). 

由 于 ilou) 是 系统 (14.1.3) RO, PTA AT AAA — TE Qw, u). 注意 到 
P(v, u) = n(v,u) + p(v,u), 所 以 用 (Bo, Pu) 乘 方程 组 (14.1.1) 得 

Pilv, u) + Qz(v,u) + Buf (v, u)z + Bug(v, Ue 

+27r(v, wla(v, u)(u— Ao)? + Col + u2) 


<Pe2(v,u)- 
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于 是 利用 (14.2.4)-(14.2.5) 以 及 条 件 (Ai) ~ (Aa) 有 
Blo, whe + Qlost)s + Hco0(v, (ue = ho) 
+(EC2 — C3r)(v2 + u2) 


<€Pr2(v,u) 


对 适当 的 函数 Qw u) 及 依赖 于 p 的 二 阶 导数 之 界 的 常数 Cs 成 立 . 因此 , 有 下 述 
估计 : 


e(v2 +u?) + Ho) <M, (14.4.1) 


, 


| II(o(-,t) = 3, u(-,t) — li) < M, 


L (RxR+) 
如 果 eC2 > 203r. 

分 别 用 ver 和 uss 乘 方程 组 (14.1.1) 中 的 第 一 、 二 个 方程 , 然后 把 得 到 的 结果 
相 加 , 并 在 R x R+ 上 分 部 积分 得 


oo t oo 
3 J (v2 + u2)da + ef i (v2, + u2,)dadt 
= -oo 


= sf. v2 (2,0) + u2 (z, 0)dz + f E J(uu)zuzz 
+[9(v,u)2+ lale, u)(u — h(v))] uzzdzdt, (14.4.2) 
所 以 由 式 (14.4.1), (14.4.2) 以 及 增长 性 条 件 (A1), (Az) 推出 
JE etraz cole, DO + M + [uO + elo We) 
< cole, TL + Jule? + lal + fol, + lulz), 
其 中 , | . lo 表示 Zee 范 数 . 因为 


wut [i +de < Qfolzalvelice + 2hullzltuell 


< (E TCL + WED + 二 lo) 
其 中 , 2(q 一 1) < 4 r < 4, 所 以 存在 常数 C(s,r) > 0 使 得 
lolebllze < Cle,7), late,bllze < Cle,7). 
(11) 的 证 明 ”用 p-ap- — 0) 乘 方程 组 (14.1.1) 中 的 第 一 个 方程 , 有 
(w= OP). + Plo, we — plp — Df (os) — flv, h(v)))|v — OP -Pve 


= e(|v — TP)zz — ep(p — Dlv — oP 22, (14.4.3) 
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P(v, u) = pv — P~? (v — 0)(F(v, u) — f(v, A(e))) 
+ f plu = a)P-2(v — a) f'(v, h(v))dv. 


AA |f(v,u) — f(v,A(v))| = falv u) u- hlo), SOP u E u 5 hlo) 之 间 取 值 ， 
所 以 从 等 式 (14.4.3) 可 推出 


(lv — 50?) + Puu)z 二 ep(p 一 Ilu 一 可 -2v2 


< elle — dl?)zz + a(v,u)(u — h(v))? 
T 


Tp(p — Dlv — oP? falv, p)? 


i a(v,u) 


p(p = 1)lv — Dd ?v2 


<e(\v— OP ez + (p—1)|\v—o/P-2u2, (14.4.4) 


a wie —h(v))? + Sp 
如 果 2rp(p 一 1)M < c; 而 由 条 件 2k(q 一 1)+p 一 2 <r 可 得 


Pp- Do -oP fw PF My 
a(v, u) REST 


所 以 在 R x [0,t] 上 对 (14.4.4) 分 部 积分 即 得 
lv C, t) — llzer < M. 
(II) 的 证 明 EA p> max{1,q, gk} E 
|f(v, A(v))] < c1 + ca(|vl® + [a(v)|?) < M(1 + lv]? + lol), 
所 以 (I) 中 的 (Fi) 与 (Fa) 可 由 (14.1.8) 及 估计 式 


Ie") -lize < M, | steele ato) Mo? <M 
Li(RxR+) 
直接 得 到 ; 而 运用 证 明 引 理 3.2.4 的 相同 方法 即 可 证 得 (14.1.8). 这 就 完成 了 定理 
14.1.2 的 证 明 . a 


注 14.4.1 ”为 了 证 明 简洁, 我 们 在 第 3 章 需 要 关于 非 线性 流 函 数 f(v) 的 技术 
性 假设 (3.1.6) 及 增长 性 条 件 |f(v)| < ci + clol 来 证 明秀 性 解 序列 在 L? 空间 中 
的 强 收 化 性. 在 定理 14.1.2 中 , 条 件 (3.1.6) 被 去 除 且 关于 非 线 性 函数 f(v, h(v)) 的 
增长 性 条 件 减弱 为 
|f(v,h(v))| scr+czlul*，9g<P. 
这 些 细节 及 相关 评注 请 参阅 文献 [3, 24]. 
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14.5 定理 14.1.2 的 应 用 


本 节 我 们 把 定理 14.1.2 应 用 于 一 些 没有 Lo 界 估计 的 物理 模型 , 如 带 刚 性 松弛 
项 的 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 等 炉 气 体 动力 学 系统 、 弹 性 力学 系统 中 vo"(v) < 0 (ve 
R\{0}) 的 情形 以 及 交通 流 模型 , 讨论 它们 的 零 松弛 与 耗 散 极限 . 


14.5.1 ” 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 等 炳 气体 动力 学 系统 
考虑 带 松弛 项 的 拉 格 朗 日 坐标 系 下 的 等 粹 气体 动力 学 系统 : 
Ve — Uz = EUzz; 
1 (14.5.1) 
ue + g(v)z + Zalv,u)(u — A(v)) = etre 
带 可 测 初 值 
(v(z,0), u(x, 0)) = (vo(z), uo(z)) (14.5.2) 


的 黏 性 解 , 其 中 流 函数 g(v) WEH v > 0 时 g'(v) <0, g”(v) > 0. 相应 于 (14.5.1) 
的 双 曲 系统 的 两 个 特征 值 为 


A =-V-9'(v), A2 = V-g'(v) 


其 相应 的 两 个 黎 曼 不 变量 为 
z(v,u) =ut f y -—g'(v)dv, wv,u)=u— 三 v -g'(v)dv, 
其 中 , 常数 wm > 0. 


设 初 值 (wo(z),vo(z)) 落 在 开 区 域 
Liz = {(v, u) : z(v,u) > 0, w(v, u) < 0} 


之 中 且 (vo(x) — 6, uo(z) 一 说 € L®(R) N LP’(R) (1 < p < oo), 其 中 常数 二 > v, a= 
h(o), 有 
EB 145.1 (1) 设 当 v>w 时 有 


- [ V=F Wav < ho) < f VT, 


(wer + sep + wren f VT) /ae < K, 


并 且 
0 <a S a(v,u) < c1(1 + |u|" + Jul”), r € [0,4), 
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则 对 给 定 的 满足 Myr <et e, 7T>0, 其 中 Mi 为 适当 大 的 正常 数 , 柯 西 问题 
(14.5.1)-(14.5.2) 的 整体 光滑 解 (us ,Vs7) 存在 唯一 且 满足 
ms 和 versCler)，lus7l< Cle,7), (14.5.3) 

其 中 , 常数 C(e,r) > 0 Se, rT HR; 

(ID) 设 (D) 中 的 条 件 全 部 得 到 满足 且 |v- iP? alvu) 在 v >v 时 有 限 , 则 
lu Ct) — oer < M; 

(IIL) 设 (D, (ITD) 中 的 条 件 全 部 得 到 满足 且 |h(v)| < c(l + lol), p>k>L. 车 
T =0(€) (e 一 0), 则 存在 子 列 {(us7,us7)} 使 得 当 < 一 0 时 几乎 处 处 收 化 于 (v, u), 
其 中 (vu) 是 由 h(v) 与 uo(z) 唯一 确定 的 平衡 态 ( 见 定理 14.1.2 中 的 (Fi), (F2)). 

证 明 ”我 们 只 证 明 一 些 必要 的 估计 式 , 它们 与 (14.4.1) 中 的 估计 式 相 似 . 其余 
部 分 可 类 似 于 定理 14.1.2 的 证 明 完 成 . 

分 别 用 (wy, wu) $ (Zv, zu) RRA (14.5.1) 得 


te + date + Zalo, u)(u — h(v)) = ewes + (VT) < ewan, 
ze + Mže + alv, u)(u — A(v)) = ezes — e(V I) < ezaz- 
#- f V-g'(u)dv < h(v) < 7 V-g'(v)dv (v > vı), 则 曲线 w= h(v) (v > v1) 落 


在 区 域 Mio 之 中 , 如 图 14.3 所 示 . 于 是 直接 由 不 等 式 (14.5.4) 可 推出 Do 是 系统 
(14.5.1) 的 一 个 不 变 域 . 据 此 , 有 下 述 估计 : 


ven, l< f Vj. (14.5.5) 
bi 


(14.5.4) 


图 14.3 系统 (14.5.1) 的 不 变 域 


(oyu) = È ava 


+4 [ j [ ; (wml f ý V=gn)dn + h'(m)? + 1)dmds, (14.5.6) 
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Blv, u) = plv, u) — PDD — po (8,8) (v — 0) — pu(0, a)(u— ë), (14.5.7) 
用 (bv, Pu) RAB (14.5.1), 则 利用 (14.2.4), (14.2.5) 有 
Plv, ws + Iv u) + (—h'(v)us + Pov(v, u)vs)(u — A(v)) 
+W (0)? (u — h(v))vz + 9'(0)(u— A(o) ve + Zalo, u)(u~ h(o))? 
= epzz(v,1) — €(Pyv(v, U)V? + 2yu(v, u)vrux + Puu(v, u)u2), (14.5.8) 
其 中 2 
glv, u) =—Py(v,u)(u — h(v)) — 人 Pols, h(s))h'(s)ds 
+ [Patsha ods 
从 (14.5.6), (14.5.7) 及 (14.5.5) 中 的 第 二 个 估计 式 可 推出 
Pov(v, U)V? + 2yu(v, U)vetz + Puu(v, u)uz 
>O 【Ca 人 Vy)ds + h'(v)? + 1) + 加 
对 某 个 常数 C > 0 成 立 , 所 以 利用 (14.5.8) 45 (1) 中 的 条 件 立即 得 到 
Palv, u) + dale u) + zalo, u)(u 一 ho))? 
+(eC2 — Mr) [we f i V=geds + h'(v)? + 1) u+ 加 
<€Pz2(v,u). 


这 蕴涵 着 
av, e- h(v))? 


IG, t) — 8, ul, t) — ä)llrz) + <M, 


Li(RxR+) 


of V-9(s)ds + h'(v)? + 1)v2 十 Et 引 <M, 


L\(RxR+) 
如 果 2Mr < sC2. 然后 用 定理 14.1.2 的 证 明 方法 可 得 到 先 验 估计 (14.5.3) oe 
部 分 的 证 明 . 证 毕 . 


14.5.2 ”交通 流 模型 : L? 解 
考虑 带 松弛 项 的 交通 流 模型 
| pt + (pu)z = epzz, 


2 
u+ (Ż + s) + Ža(p,u)(u — h(p)) = cues 


(14.5.9) 
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带 可 测 初 值 
(p(x, 0), u(x, 0)) = (oo(z),wuo(z))(oo(z) > 0) (14.5.10) 


KIBEREN, 其 中 初 值 (po(z),uo(z)) 满足 
(polz) — P uo(z) -可 ELm(B)nIP(R)，1<p< o0, 


其 中 ,万 > 0 与 a WEHA, 且 a= h(a). 

对 于 交通 流 模型 来 说 , g(p) = In p. WR g'(p)/p 是 单调 非 增 函数 , 那么 一 般 说 
K, 系统 (14.5.9) 的 解 没 有 先 验 L 估计 . 我 们 在 L? 空间 中 研究 柯 西 问题 (14.5.9) 
(14.5.10) BU Ba HERR (077, u57) 的 紧 性 . 

相应 的 双 曲 系统 (14.3.10) 的 两 个 特征 值 为 


Ar =u- ypg'(p), Ax =u + Vpg'(p), 
其 相应 的 两 个 歼 曼 不 变量 为 
spu) =u f VIs, wou =u f" VIs, 
PL Pi 


其 中 , 常数 me (0, A) 是 常数 . 
为 了 叙述 方便 , 我 们 作 些 假设 : 
(Ci) 4 p> pi 时, g'(p) > 0, (g'(p)/p)’ < 0; 
(C2) 0 < a0 S a(p,u) < c1 + clol + ul"), Or <4; 


(OKO) + Hip)? + 9(p) + P+ wt RCO) f Jarod 
A 


a(p,u) 


(C3) 在 lul< 


f V9(s)/sds 时 有 界 ; 
pL 


(Ca) P/alp,u) < M; 
(Cs) Ih(p)| < ca + calot, k>1. 
EH 14.5.2 ”如 果 当 p> pi 时 有 


-=f VTT < rip) < f° VIs, 
PL PL 


且 初 值 (po(z),uo(z)) BAAR LU = {(p,u) : w(p,u) <0, 2(p,u) > 0} 之 中 ,那么 
(1) # (Ci) ~ (Cs) 成 立 , 则 对 给 定 的 满足 Mit <E He, 7 >0, HP M 为 适 
当 大 的 正常 数 , 柯 西 问题 (14.5.9)-(14.5.10) 的 整体 光滑 解 存在 唯一 且 满 足 


pi <p" < Cler), |u| < Cen), (14.5.11) 


评 È “177. 


其 中 , 常数 C(e,T) > 0 Se, T HK. 

(II) # (C1) ~ (Cx) 成立, 则 l7 (t) — Allm <M. 

(III) # (Ci) ~ (Cs) 全 部 成 立 且 p>1+k, HHr=olc) (e 0), 则 存在 子 
列 {(psr,usr)} 使 得 当 = 一 0 时 几乎 处 处 收敛 于 (pu), 其 中 极限 函数 (p,u) 是 由 
h(p) 与 po(z) 唯一 确定 的 平衡 态 ( 见 定理 14.1.2 中 的 (Fi), (F)). 

证 明 ”与 定理 14.5.1 的 证 明 相 似 , 容易 验证 O 是 系统 (14.5.9) 的 不 变 域 , 从 


而 有 下 述 估计 ; 
pzp, lul <f y g'(s)/sds. (14.5.12) 
Pı 
选取 函数 
2 
P(p,u) = 5 — h(p)u 
opm 
+4 f f (la (mM) Vga Tdn + (h')?(m) + 1)dmds, 
Pi Jp 
并 令 


P(p, 4) = p(p, u) — p(P, T) — pp(A, i)(p — P) — Pulp, G) (u — a), 


则 用 (Bp, Pu) RRA (14.5.9), 我 们 可 由 条 件 (C3) 及 (14.5.12) 中 的 第 二 个 估计 式 
推出 


2 
Melt) — Brust) — lea + teat ME <M, 
L1(RxR+) 
E (14.5.13) 
e (roi f° Vrsas + Wp) + 1) teu <M 
P LA(RxR+) 


利用 (C1), (C2) 及 (14.5.13) 中 的 估计 即 可 证 得 先 验 估计 (15.5.11), 从 而 (D 获得 
证 明 . 

与 方程 组 (14.1.1) 相对 应 , 此 时 f(p,u) = pu, fulp,u) = p, 所 以 利用 (14.4.3) 
及 (Ca) 即 可 获得 (11) 的 证 明 . 

由 于 p?/a(p,u) AR, 所 以 类 似 于 定理 14.1.2 的 证 明 , 我 们 可 获得 (III) 的 证 
明 . 证 毕 . 口 


评 注 


带 松弛 项 的 双 曲 守恒 律 系统 的 弱 光 滑行 波 与 朴 波 之 非 线性 稳定 性 最 先 由 Liul95] 
进行 了 分 析 , 他 指出 : 解 在 常 值 平衡 态 附近 时 , 松弛 效应 与 藕 性 效应 紧密 相关 (也 可 
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参阅 文献 [93]). 简单 的 燃烧 模型 (3.3.1) 带 无 限 反应 率 k (其 倒数 与 零 松弛 相关 ) 的 
TERA Lu?) 应 用 补偿 列 紧 理 论 进行 了 研究 . 之 后 , Chen 和 Liu!) 与 Chen 
等 (9 应 用 补偿 列 紧 方法 系统 地 研究 了 带 松弛 项 的 双 曲 守恒 律 大 振荡 解 的 零 松弛 现 
象 . 本 章 全 部 结果 摘自 文献 [3]. 


第 15 章 ” 带 刚 性 松弛 项 的 双 曲 系统 


本 章 考虑 一 维 空间 区 域 上 一 般 拟 线性 2 x 2 守恒 律 


ut 二 fuu)z=0， 
1 (15.0.1) 
uz + 9(v,u)2 + =(u— h(v)) = 0 
带 初 值 
(v(z, 0), u(z, 0)) = (vo(z), uo(z)) (15.0.2) 


的 松弛 逼近 解 (v7, u7) 的 奇异 极限 . 
系统 (15.0.1) 的 特征 值 满足 下 述 特征 方程 : 


A? — (fo + Gu)A+ fogu — vfu = 0. 
假设 系统 (15.0.1) 双 曲 (不 必 严 格 双 曲 ), 即 两 个 特征 值 或 特征 速度 
M= (fot ge — Vou)? + Mahe), 
M= (fo + gu + Ve ou? FI.) 


都 是 实数 . 
从 形式 上 看 , 当 松弛 时 间 7 一 0 时 , 由 (15.0.1) 中 的 第 二 个 方程 可 得 w = h(v)， 
再 由 第 一 个 方程 即 得 下 述 标 量 守恒 律 即 局 部 平衡 方程 : 


ve + f(v,h(v))z = 0. (15.0.3) 


应 用 Chapman-Enskog RA, 可 以 发 现 当 松弛 逼近 解 靠近 局 部 平衡 曲线 u = h(v) 
时 松弛 过 程 的 有 效 响 应 . 假设 松弛 变量 u 能 够 用 只 包含 局 部 宏观 变量 v 及 其 导 
数 的 渐 近 展开 式 刻画 , 即 


wr = h(v7) + rs (v",u",v2,uzZ,---) + O(r?). 
为 了 计算 出 .sr 的 表达 式 , 利用 方程 组 (15.0.1) 得 
O=utf(v,u)e 
= v + f(v,h(v) +78 + O(7?))z 


=u + f(v, h(v))z +7(sfu(v, h(v)))2z + O(7?) (15.0.4) 
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O= u + 9(v,u)e + 2(u— hl) 
= h(v)e + glv, h(v))2 + 5 + O(7) 
=k (v)u + (seed) v2 +s + O(7). 
这 里 已 略 去 上 标 r. 利用 等 式 (15.0.4) WE (15.0.5) 中 的 w 得 
-s = WO)( = Flo, hto), + SOA) 
2 (ese ni (vy SLAW) SeA) ve + O(7). 


“vz + O(r) 


由 等 式 (15.0.4) 4 (15.0.6), Æ u = h(v) LA 
ve + fu, h(v))2 = —7(sfulv, + O(7?) 


(eee) -rw fe Re) h(v DY fate h 


=1 (fulgo + (ou = fa)h'(0) — full(0))02) x: 
在 w=h(v) 上 , 令 
$(0) = Fulgo + (Gu — FOC) — fuh? (o), 
则 容易 验证 
Hlo) = Palv, ho)) = AWA) = Ao, ho 
其 中 , Mo) = ELAO 是 平衡 方程 (15.0.3) 的 特征 值 
事实 上 , Æ u = hlo) 上 ,有 
Palv, hlo) — AJA) - Ai (v WOW) 
= [G + 90+ VO aF Hah) - fo — fah) 
x [fo + Fakto) = 3 (fo + 9u = VU = ae) ao)] 
= [iV =H FR- (Fb ~ 96) + 400) ] 
x EVR Ha Fae + (Foe — a) + fant) )] 
= fulgo + (gu fe)¥ (0) — fuh? (o). 


(15.0.5) 


(15.0.6) 


mm), 


(15.0.7) 


(15.0.8) 
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因此 , 若 次 特征 场 条 件 
Ar(v, h(v)) < Al) < Aa(v, h(v)) (15.0.9) 

得 到 满足 , UAE (15.0.7) 是 稳定 的 退化 抛物 型 方程 . 

现在 给 出 松弛 系统 (15.0.1) AR- (nv, u), av, u)) 的 定义 : 

定义 15.0.1 一 对 函数 (n(v,4),q(v,u)) 称 为 系统 (15.0.1) HH, 如 果 

(e1) (qo, du) = (fur 十 gomu funu 十 gumu)， 

(e2) mu(v, h(v)) = 0. 

W n(v,u) AA BH, 如 果 

(e3) AAA A BAK clv, u) 使 得 对 任意 非 零 向 量 (a,b) < R 有 


Mwa? + 27vuab + Nuud® > c(v, u)(a? + b°). 


(e4) Æ c(v,u) > co > 0, 其 中 co AFM, 则 n(v,u) KAKO. 
从 (e1) "PRS RA PIA q 即 得 (15.0.1) BETTE: 


Juhuu — fut + (fo — Gu)tvu = 0. (15.0.10) 


车 fu 9 以 及 fo 一 gu 有 公共 零 因子 Z(v,u), 则 在 (15.0.10) 中 除 以 这 个 因子 而 把 
系统 (15.0.1) HRA 


xo 3 Zea" wet i 5 Zaa = (15.0.11) 
的 解 . 例如 , 考虑 推广 的 交通 流 模型 的 松弛 问题 
Pt + (pu)z =0, 
| ut (5 + ON pE = J>, (15.0.12) 


它 在 直线 p = 0 上 非 严 格 双 曲 。 此 时 p 是 fulu) = p, gp(p,u) = p'(p) UR 
folp,u) 一 gu(p,u) =0 的 一 个 公共 零 因子 . 

我 们 将 先 给 带 刚 性 松弛 项 的 一 般 2 x 2 系统 (15.0.1) 的 奇异 极限 建立 一 个 紧 性 
框架 ; 然后 把 这 个 紧 性 框架 应 用 于 推广 的 交通 流 模型 的 研究 . 


15.1 2 x 2 系统 的 松弛 极限 


在 介绍 一 般 2 x 2 松弛 系统 (15.0.1) 的 奇异 极限 的 紧 性 框架 之 前 , 我 们 先 证 明 
两 个 基本 引 理 . 
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引 理 15.1.1 设 (7,g) 是 由 上 述 (e1) ~ (e4) 定义 的 系统 (15.0.1) 的 严格 凸 
SHA, 则 局 部 平衡 方程 (15.0.3) HAF HI U(v) = nlo, h(v)) 及 其 相应 的 精 流 
L(v) = q(v,h(v)). 

证 明 ”函数 i(v) 显然 是 方程 (15.0.3) HH, 因为 它 是 标量 方程 . 经 过 简单 计 
算 , 我 们 有 


U (v) = nov(v, A(v)) + 2u (v, h(v))h’(v) + then(v, h(v))(h! (v))? 
> co(1 + (h'(v))?) > co > 0, 
因而 i(v) 是 严格 凸 的 . 
为 了 证 明 Lv) = q(v,h(v)) BAMA, 利用 方程 组 (el)-(ez) 中 的 条 件 


可 得 
dulv, h(v)) = mlv, hv)) fo lv, h(v)), 


gu(v, h(v)) = mo(v, h(v)) fu(v, h(v)). 


所 以 
L'(v) = qo(v, h(v)) + qu(v, h(v))h’(v) 
= m(v, h(v)) fo(v, h(v)) + no(v, A(v)) fu(v, h(v))h’(v) 
= no(v, (oy) LOD, 
因而 L(v) 是 相应 于 L(v) RAS. 证 毕 . 口 


引 理 15.1.2 设 l(v) 是 局 部 平衡 方程 (15.0.3) HF BGM, HH u=h(v) E, 
稳定 性 准则 (15.0.9) 成 立 . 如 果 
Da(v, A(v)) — AWA) -Ai(uh(o)] fu(v,u) 
Z2(v, u) >0 Zu) 7% 
HP, Z(v,u) 是 如 同 (15.0.11) 中 给 出 的 零 因子 , 那么 在 某 个 包含 局 部 平衡 曲线 u= 
h(v) 的 开 区域 Di CR? 中 , 系统 (15.0.1) AAP HGH nlo, u) BR nl, h(v)) = Uv). 
证 明 # nwu) 是 系统 (15.0.1) He, 则 它 一 定 满足 


Iv fo = gu fu a. 
(E1) Zot Zo Zo = % 


(15.1.1) 


(E2) mu(v, u)(u — h(v)) > 0; 
(E3) Nuu > C1, Nov Tun — Neu > c2 对 两 个 适当 的 正常 数 ci, co 成 立 . 
方程 (i) 的 特征 曲线 u = e(v) 满足 下 述 特征 方程: 


Qe fo-9u fu e2(v) 


Zo * Zo Bow O= 
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因此 , 车 引 理 15.1.2 中 的 条 件 (15.1.1) 得 到 满足 , 则 
gu 太一 gu fu 
Zo. t Zou" ~ Zw O 
— Pov, A(v)) - AWA) = Av, h@))] Zlu) 
Z(v,u)? fu(v, u) 


#0, 


因而 u = h(v) 不 是 特征 曲线 . 所 以 根据 经 典 的 Cauchy-Kowalewsky 局 部 存在 性 理 


论 , 二 阶 线性 双 曲 方程 (EB1) 带 初 什 
n(v,h(v)) = 1(v), nu(v, h(v)) = 0 


(15.1.2) 


的 柯 西 问题 在 某 个 包含 局 部 平衡 曲线 u= h(v) 的 开 区 域 D 中 有 个 局 部 解 7(v,). 


由 (Es) 容易 得 到 (E2). 事实 上 , 若 (Es) 成 立 , W 
tu(v,u)(u— h(v)) = Muu (v, a)(u — h(v))? > 0, 
其 中 , a Æ u 与 h(v) 之 间 取 值 . 


车 (Es) 中 的 严格 凸 性 沿 着 局 部 平衡 曲线 成 立 , 则 由 连续 性 , 它们 在 开 区 域 D, 


(或 许 更 小 一 点 的 开 区 域 ) 中 也 成 立 . 
把 初 值 (15.1.2) 对 v RE, 我 们 有 


U(v) = mo(v, h(v)) + nu(v, A(v))h'(v) = mlv, A(v)), 
Thuv(v, h(v)) + nuu lv, h(v))h'(v) = 0. 


所 以 
U"(v) = nuv(v, h(v)) + Nouv, h(v))h'(v), 
Nuv(v, h(v)) = —Nuu(v, h(v))h' (v). 
因此 
Nov (v, h(v)) = l (v) — nuu(v, h(v))h' (v) 
= (v) + huu lv, A(v))h?(v). 
这 与 (E1) 相 结合 就 得 到 : Æ u= h) LA 


0= Flot — futtov + (fo — Gu) Nou] 
= Flow = Ue = gH (o) = Fah?) = o), 
或 者 等 价 地 


2 
和 "rw= 志 [Rome = foneo + (fo — Juntou) Te] 


— Pele, h(v)) = AMA) — Aw, h(w))] 
Z(v,u) 


Nuu(v, h(v)). 


(15.1.3) 


+ 184- 第 15 章 带 刚性 松弛 项 的 双 曲 系统 


所 以 由 (15.1.1) 中 的 条 件 即 得 mw(v,h(v)) > 0. 
另外 , 由 等 式 (15.1.3) 得 


,oul hlv)) 
KO) = aulo h) 


把 它 代入 恒等式 (15.0.8), HAHN (15.0.10), 我 们 有 
Da(v, hw) — ACI) = Alv, A(v))] 


Z?(v,u) 
— fulge + (gu = fo) (v) = fuh?(v)] 
Z(v,u) 5 
= (o — fp) mt — Thu 
Z(v,u) 


= 4 -n 
Fou) Mow Thav) 


E u = h(v) 上 成 立 ， 因 此 在 u = h(v) 上 有 huun — n, > 0， 这 就 完成 了 引 理 
15.1.2 的 证 明 . 口 
现在 给 出 本 节 的 主要 结果 . 假设 (vu) e Di 是 柯 西 问题 


Ue + f(v, U)z = evzz, 
1 (15.1.4) 
ue + glv, u)z + =(u— h(v)) = euzz 


带 有 界 初 值 
(v(z, 0), u(x, 0)) = (vo(z), uo(x)) € Dr 


的 解 , 其 中 Di 是 引 理 15.1.2 中 给 出 的 开 区 域 , 并 且 
(v™*,u™) ES (v7,u7) (一 0)， 


极限 函数 (v7, u7) 是 柯 西 问题 (15.0.1)-(15.0.2) 在 开 区 域 D, 内 的 弱 解 , 则 有 下 述 
定理 . 
定理 15.1.1 如 果 引 理 15.1.2 中 的 假设 全 部 成 立 , 并 且 


meas{v : \(v) = 0} = 0, 
那么 存在 子 列 {(v7,u7)} 使 得 


(v7,u7) = (vu) (7 +0), 
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其 中 极限 函数 (vu) 满足 

(1) wu(z,t) = h(v(z,t)) Æ R x (0,00) 上 几乎 处 处 成 立 ; 

(2) u(x,t) RAAB (15.0.3) 带 初 值 v(z,0) = vo(x) 的 柯 西 问题 的 弱 解 . 

WEA 设 n(v,w) 是 由 引 理 15.1.2 给 出 的 系统 (15.0.1) PRM, gv, u) 是 
其 相应 的 粹 流 , 则 存在 正常 数 co 使 得 对 任何 非 零 向 量 (a,b) € R? 有 


Mva? + 27uuab + Nuub? > co(a2 + b°). (15.1.5) 
因为 在 Di A, nuu(v,u) > cl > 0, nu(v, h(v)) = 0, 所 以 有 
Nu(v,u)(u — h(v)) = muulv, a)(u — h(v))? > ci(u — h(v))?, (15.1.6) 


其 中 , a 表示 与 h(v) 之 间 的 一 个 值 . 
用 (hosu) 乘 系统 (15.1.4) 得 


m+ as + T (u — h(o)) 
= Enar — € (Nov? 十 2mouvzuz + Muu), 
从 而 由 不 等 式 (15.1.5), (15.1.6) 得 
站 十 4 十 全 他 一 Mo))2 + eco (v2 + u?) < enez- (15.1.7) 


把 (15.1.7) 乘 以 一 个 适当 的 试验 函数 , HE R x Rt 上 积分 , 有 


e[(oze)2 + (uZ*)"] € LL(R x R+) (15.1.8) 
以 及 
tur —h(v™)]? € LL(R x R+). (15.1.9) 
ER (15.1.9) FẸ < 一 0 即 得 
iw —h(v7))? € LE.(R x Rt). (15.1.10) 


B Li(v), Lo(v) 是 平衡 方程 (15.0.3) HAP AG l (v) = v, 12(v) = f(v, h(v)) = 
Flo) BORSA. 此 外 , 设 系统 (15.0.1) 的 分 别 带 初 值 (wo) = Lv) 与 1(v) = jz(o) 的 
MG m(v,u), no(v,u) (MX (15.1.2)), HA MARA BE qi(v,w),，gqz(v, 4). 
用 (hv niu) (¢ = 1,2) RABA (15.1.4) 得 
MU Ue + q(T, ur) + BE (ur — (u) 


=eni(v",u™ ex — E [ivv (VE)? + 2 wT uz" + Muu(ur®)?], 
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所 以 
li(v™) + Li(v™)2 
= (iv) — mom), + (Liv) — ao, 0), 
-mat (ure — h(v™*))? + env", u")ex 
-e [ive (vz)? + Zw vs + niu (us*)?], (15.1.11) 
其 中 , 8 在 um 与 hore] 之 间 取 值 
从 (15.1.8) 可 推出 emi(ure,ure)zz 当 = 一 0 时 在 分 布 意义 下 趋 于 零 . 于 是 在 
等 式 (15.1.11) Se 一 0, 有 
Lv) + Lilu" )z = I} + Ih + Ih + Ih (15.1.12) 
在 分 布 意义 下 成 立 , 其 中 I，I 分 别 是 


melo) (ur NN h(v™))? 


5 


-e [mv (07)? 


当 e 一 0 时 的 弱 极限 . 由 (15.1.8)-(15.1.9) 知 它们 在 LL (R x R+) 中 有 界 , 从 而 对 
某 个 常数 1<p<2 在 Wc?(R x R+) 中 紧 . 另外 


+ riuw dE UZ + tiuu luz")? 


Wala = sup | f f (a(o") - m,e), drat lan 
o SeH} 
<clur = hoig, 
<v7rC—0 (r 一 0)， 


Wl am | f f (A) ~ (0% a), aati ol 
= =p | ff (ator nor) - ao” a7), Para Png 
<Cllu” — hfe lig, 


<v7C 0 (r 一 0)， 
所 以 TR, Ip Æ Woe” R x R+) PR, 因而 


Lv" )e + Li(v)z 
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在 Woe? (Rx Rt) 中 紧 . 从 (v7, u7) 的 一 致 有 界 性 可 知 lilu) + Li(v7)2 在 Wig? 
(Rx R+) 中 有 界 , 故 由 定理 2.3.1, li(v) 十 Li(v")z 在 Woo? (R x Rt) 中 紧 . 

因此 , 利用 第 3 章 中 的 紧 性 框架 即 得 {v7} 的 强 收敛 性 : v7” vi 而 由 (15.1. 10), 
这 蕴涵 着 {u} 的 强 收敛 性 : u SS u. 所 以 定理 15.1.1 获得 证 明 . 


15.2 推广 的 交通 流 模 型 


本 节 介 绍 定理 15.1.1 在 推广 的 交通 流 模型 即 非 严格 双 曲 的 系统 (15.0.12) 带 
初 值 


(p(z,0), u(x, 0)) = (po(x), uo(z)) (po(z) > 0) (15.2.1) 
的 松弛 问题 中 的 应 用 . 
系统 (15.0.12) 的 两 个 特征 值 为 


A =u- Vpp(p), N=ut+Vpp(p), 
相应 于 (15.0.7) 的 一 阶 松弛 修正 为 


pt + (ph(p))z = 7(9(p)pz),, 
其 中 , o(p) = (22 = np) ), 因而 次 特征 场 条 件 (15.0.9) 简化 为 


P(e) set 


—h(p) > 0. 


系统 (15.0.12) RATA 


p' 
Opu 一 op = 0, 


这 是 由 于 fulp,u) = p, go(p,u) =p (p) 与 fo(p,4) -gulp u) =0 有 个 公共 零 因子 p, 
如 果 我 们 假设 zie > d > 0. 因此 , 把 定理 15.1.1, 定理 10.21 以 及 定理 14.3.3 相 
结合 就 产生 下 述 定理 . 

定理 15.2.1 H pi(p) = p'(p)/p > d > h?(p) 对 某 个 正常 数 d 成 立 ， 且 
pi(p) > 0. 如 果 存 在 两 个 小 正 数 N, 区 使 得 曲线 u= h(p) 经 过 曲线 岂 = N 与 
2=—L 的 唯一 交点 (5,0), HARE u= hlp) (0< p< p) 与 初 值 (po(z),uo(z)) 都 
落 在 闭 域 


Zu = {(p,u) : w < N,z > —L, p > 0} 


之 中 , 如 图 14.2 所 示 , 那么 对 任意 给 定 的 7 > 0, 柯 西 问题 (15.0.12)-(15.2.1) 存在 
整体 弱 解 (pr,ur). 进一步 , 若 


meas{p : (ph(p))” = 0} = 0, 
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则 存在 子 列 {(p",u")} 使 得 
(p7,u7) = (pu) (T= 0), 


其 中 极限 函数 (P,u) 满足 
(1) u(z, t) = h(p(z, t)) Æ R x (0,00) 上 几乎 处 处 成 立 ; 
(2) p(z,t) 是 标量 方程 
pt + (ph(p))z =0 


带 有 界 初 值 p(z,0) = po(z) 的 柯 西 问题 的 唯一 弱 解 . 
评 È 
论文 [12] 创建 了 关于 带 刚性 松弛 项 的 一 般 2 x 2 严格 双 曲 系统 (15.0.1) 的 奇异 
极限 的 紧 性 框架 , 并 据 此 得 到 了 弹性 力学 系统 松弛 有 逼 近 解 的 奇异 极限 . 
Chen-Levermore-Liu 的 紧 性 框架 在 带 松弛 项 的 2 x 2 非 严 格 双 曲 系统 中 的 推广 


即 定理 15.1.1 及 其 在 推广 的 交通 流 模型 (15.0.12) 中 的 应 用 均 由 Lu 在 文献 [96] 中 
给 出 . 
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本 章 主要 讨论 由 三 个 方程 组 成 的 非 线性 系统 


We — uz =0, 
ue — o(v, 8)z = 0, (16.0.1) 
sit ess + pw) =0 

带 初 值 

(v(x, 0),u(z, 0), s(z,0)) = (vo(z), uo(z), so(z)) (16.0.2) 


的 奇异 极限 , 其 中 B, r 以 及 ci 均 为 非 负 常数 . 当 8 = 0 时 , 柯 西 问题 (16.0.1)- 
(16.0.2) 的 整体 L? 弱 解 的 存在 性 已 在 12.3 节 得 到 . 

当 > 0 时 , 例如 6 = 1 时 , 系统 (16.0.1) 可 以 作为 化 学 反应 流 的 模型 ( 见 文 
献 [80]). 这 里 v 是 比 容 , u 表示 速度 , s 是 双 模 气体 中 一 种 气体 的 质量 分 数 , h(v) 是 
给 定 的 平衡 分 布 . 在 这 种 情形 下 , r 表示 反应 时 间或 松弛 时 间 . 

系统 (16.0.1) 源 于 许多 物理 现象 , 如 通过 多 孔 介质 的 绝热 气体 流 系 统 , Broad- 
well 模型 的 不 变 系统 ( 见 文献 [97]), 以 及 黏 弹性 物质 的 等 温 运动 系统 ( 见 文献 [98， 
99]). 从 形式 上 看 , 当 松弛 实 间 + — 0 时 , 它 就 生成 弹性 力学 系统 或 等 温 弹性 动力 


学 方程 组 : 
| Vt — Uz =0, 
(16.0.3) 
ut — o(v, h(v))z = 0. 
系统 (16.0.1) 的 三 个 特征 值 是 
d= —Vovlv,s), MM= Vovlv,s), As = cu 


KR (16.0.3) 的 两 个 特征 值 是 
— _, /do(v,h(v)) _ /do(v, h(v)) 
à= -2 `= yeo. 
我 们 将 先 讨论 柯 西 问题 
Ut — Ur = Ezz, 
ue ov, 8)z = ete, (16.0.4) 


s —h(v) 
T 


St +CiSz +Ê 


= ESzz 
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带 初 值 (16.0.2) 的 零 松弛 与 零 耗 散 极限 . 当 r < Å 时 , 其 中 M > 0 为 仅 依赖 于 初 什 
的 适当 大 的 常数 , 我 们 对 非常 普通 的 olv, s) 得 到 了 柯 西 问题 (16.0.4), (16.0.2) 的 解 
(usr,us7,ssr) 的 收敛 性 , 即使 系统 (16.0.1) 是 椭圆 双 曲 混合 型 的 , BD o,(v,s) # 0. 
之 后 , 考虑 不 带 恭 性 的 系统 (16.0.1) 的 特殊 情形 
Ut — Uz = 0, 
ur — (v — cs)s = 0, (16.0.5) 
4 STO) 0 
T 

带 初 值 (16.0.2) 的 松弛 极限 , 其 中 c 是 正常 数 , 而 非 线性 函数 h(v) 必须 满足 次 特征 


场 条 件 : 
0<di < h'(v) < da < L, (16.0.6) 


其 中 , di 与 dz 是 正常 数 . 
最 后 , 我 们 对 2n x 2n 色谱 学 双 曲 系统 进行 研究 . 


16.1 控制 扩散 与 刚性 松弛 


本 节 把 兴趣 集中 于 柯 西 问 题 (16.0.4)-(16.0.2) 关于 刚性 松弛 与 控制 扩散 的 奇异 
极限 , 将 对 松弛 时 间 7 趋 于 零 的 速度 比 c REI r = ole) (e 一 0) 的 情形 建立 下 述 紧 
性 框架 : 

定理 16.1.1 (A) 设 初 值 (wo(z),uo(z),so(z)) 是 光滑 函数 且 满 足 

(c1) |I(vo(a), uo(z), so(2))llza) < Mi, 

II(eo(#), wo(), 80(#))Il ze CR) <M, 
(c2) 函数 h(v) = cv, o(v,s) 满足 


Jos(v, s)| < Me, 5(v) > d> max {0,0 -et as} 


其 中 , 5(v) = o(v,cv), 则 对 任意 给 定 的 满足 r(Ma +1)? < < He, 7 > 0, 柯 西 问题 
(16.0.4)-(16.0.2) 的 光滑 解 (uer,vs7,ss7) Æ R x [0,T] (VT > 0) 上 存在 且 满足 


ez， hu (zd ls (z,d)| < M(e,T), (16.1.1) 


l7 Dle, luel sC tll <M, (16.1.2) 
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Ist -o)l < TM, (16.1.3) 
leo")? + (ue)? + (97) IIL er <M (16.1.4) 


(B) 进一步 , HBR 5(v) = o(v, cv) 满足 

(c3) 5” (8) = 0, 3” (v) # 0 (Yv #0), HO", 5 € L?(R) N L®(R), 
则 存在 柯 西 问题 (16.0.4)-(16.0.2) 的 解 的 子 列 {(usr,us7,ss7)} RHR (v, u, s) € 
Z2(R x [0,T]) 使 得 


(weTucT,sc7) > (v,u,s) (一 0)， (16.1.5) 


HP, 极限 函数 (v,u,s) MR s= h(v) 且 (v,u) 是 平衡 系统 (16.0.3) 带 初 值 (u(z,0)， 
u(z,0)) = (wo(z),uo(z)) t63 MF. 

注 16.1.1 定理 16.1.1 中 的 条 件 h(v) = cu 是 为 了 避免 技术 上 的 细节 处 理 ， 从 
下 面 的 证 明 不 难看 出 所 有 步 骤 对 更 一 般 的 函数 h(v) AH, 只 要 h'(v) > di > 0, 因 
为 这 时 可 把 s 一 h(v) 改写 为 另外 一 种 形式 : 


s—h(v) = h'(0)(h™} (s) — v), 


其 中 , h-! Rh HRHHR, 9 在 h(s) 与 v 之 间 取 值 . 

证 明 ”我 们 应 用 下 述 局 部 存在 性 引 理 及 Ze。 估计 (16.1.1) 来 证 明定 理 16.1.1 
中 的 第 一 部 分 . 

引 理 16.1.1 设 初 值 满足 定理 16.1.1 中 的 条 件 (cr), 则 对 任意 给 定 的 e, T > 0， 
柯 西 问题 (16.0.4)-(16.0.2) 存在 唯一 的 局 部 光滑 解 (u,v, s), 它 满足 
Oye BiueT 
Ori Oat 
KP, 常数 M(t1,e,T) > 0 只 依赖 于 ti, €, 7, 而 局 部 时 间 ti > 0 只 依赖 于 初 值 的 
L” 范 数 ; 而 且 


Diser 


Oat 


< M(ti,e,T) < co (i=0,1,2), 


di ET diueT disc 
dim, ( Kase Bd ) = (0,0,0) (i=0,1) (16.1.6) 


dz dai’ dz 
关于 te [0,t1] 一 致 成 立 . 
证 明 3 16.1.1 可 通过 把 压缩 映射 原理 应 用 于 方程 组 (16.0.4) 的 积分 表示 
得 到 . 细节 请 参看 定理 1.0.1 的 证 明 . 口 
为 了 推导 关键 的 估计 式 (16.1.1), 需要 条 件 7(M2 +1)? < e 和 (ca). 在 不 引起 
混淆 的 情况 下 , 暂时 略 去 上 标 e, 7. 
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分 别 用 5(v) +cv—cs,u 以 及 s 一 cv 乘 方程 组 (16.0.4) 中 的 第 一 、 二 、 三 个 方 
程 , 然后 把 所 得 结果 相 加 , 我 们 有 


v uw j 
(f ale) +endv + 5 — cov + 5) 
0 2 2), 


+ (cus —u(a(v) + cv) + af) 


(s - ev)? 


一 cclvsz — u(o(v, 8) + s — (o(v, cv) + cv)), + 
=e ( [a+ ctor E- ew) 
—e (5/(u) + c) v? 一 eu2 — es? 十 2ceszuz. (16.1.7) 
关于 等 式 (16.1.7) 左 端 中 的 第 三 、 四 项 , 有 估计 : 
—ccivsz — u(o(v, 8) + 8 — (o(v, cv) + cv), 


= (see 一 cervs) — (u(o(v, s) + s — (a (v, cv) + cv))), 


+uz(o5(v, a) + 1)(s — cv) + ccivz(s — cv), (16.1.8) 


其 中 , a 在 s 与 cv 之 间 取 值 . 由 (co) 中 的 第 一 个 条 件 , 等 式 (16.1.8) 中 的 最 后 两 项 


ALF 4 a 
3(s i T(M2 + 1)?u2 +rod. 
把 (16.1.7)~(16.1.9) 相 结合 就 得 到 下 述 不 等 式 : 


2 2 
(/ a(v) onde + 5 cov + 5) 
8 2 2), 


+ (cus — u(G(v) + cv) + Se). = (corms - ae) 


(16.1.9) 


z 


-(ulotv, 8) +s — (a(v,cv) + 3)), + t-o? 


<e (few 十 cu)dv + 2 — csv + 2) —e(6'(v) + c)v? 


2 
4 tD, (16.1.10) 


es? 十 2ceszuz 十 czciru2 一 (e 


由 (c2) 中 的 第 二 个 条 件 可 知 


2 


v 2 
f (Elv) + cv)dv + 4 — csv + È 
0 2 2 
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是 严格 凸 函 数 . 因此 , 车 r(Ma +1)? <e, WE Rx R+ 上 对 (16.1.10) 分 部 积分 , 并 
注意 到 等 式 (16.1.6), 我 们 立即 得 到 估计 (16.1.2)~(16.1.4). 
方程 组 (16.0.4) 中 的 第 一 个 方程 两 边 对 z 求 导 得 


(vz)t — uzz = e(wuz)zz. (16.1.11) 


用 vs RIF (16.1.11) 即 得 
($), 一 (wzuz)z + User = € (5. 一 su2。. (16.1.12) 


式 (16.1.12) 两 端 在 及 x[0,4] 上 积分 并 利用 llull < M(e), 有 Iv2(., tlir) < 
M(e), 其 中 M(e) 是 与 < 有 关 的 常数 . 因此 


v= | fo Go2)sdz| < f var [7 vide < M(e). 


类 似 地 , 可 从 方程 组 (16.0.4) 中 的 第 二 、 三 个 方程 推出 s20 tl < M(c) 和 
lu?( tliz < M(e), 从 而 得 到 估计 (16.1.1) 及 定理 16.1.1 中 第 一 部 分 (A) 的 
证 明 . 

利用 估计 (16.1.2)~(16.1.4), 我 们 容易 验证 (oem,usr)t+g(osryusr)z 在 Hit 
(Rx Rt) 中 紧 , 其 中 (n,a) 是 在 12.2 节 构 造 的 任 一 Shearer AUNH-HHME. 这 蕴涵 着 
{(osr,us7)} 的 强 收敛 性 . 然后 再 由 估计 (16.1.3) 即 得 s67 55 s (e 0). ae 
明了 结论 (16.1.5), 从 而 完成 了 定理 16.1.1 的 证 明 . 


16.2 ”反应 流 模 型 


考虑 化 学 反应 流 系统 (16.0.5) 带 光滑 初 值 (16.0.2) 的 解 (07, u7, 97) 的 松弛 极 
限 , 有 

定理 16.2.1 RAH (16.0.6) MH, 则 对 任意 给 定 的 7 > 0, 柯 西 问题 (16.0.5)- 
(16.0.2) 存在 唯一 的 整体 光滑 解 (v7, UT, 87). 进一步 , 若 初 值 满足 


J (v8 (a) + ub (a) + sz)]dr < M, 7? 人 (v2, (x) + u, (2) + 2,(c)|de<M, (16.2.1) 
ABR ho) 满足 

h"(@)=0, h"(v) £0 (Vv £0), h"(v), p(w) € L2(R)NL™(R), 
则 存在 子 列 {(07,u7, 87)} 使 得 


(v",u7,s") + (v,u,s) (7 0), (16.2.2) 
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其 中 , 极限 函数 (v,u,s) 满足 s= h(v), (u,u) 是 平衡 系统 


{ Ve — Uz = 0, 
(16.2.3) 
uz — (v — ch(v))2 = 0 


PAE (v(x, 0), u(x, 0)) = (vo(z), uo(z)) 的 一 个 精 解 . 

条 件 (16.0.6) 的 右 半 部 分 确保 了 平衡 系统 (16.2.3) 严格 双 曲 ,因为 在 这 种 情 
UF, 
= 1 — ch'(v) > 0; 


而 (16.0.6) 的 左 半 部 分 等 价 于 严格 的 次 特征 场 条 件 


d(v — ch(v)) 
du 


Ai < Ji <A2 < Jo < A3, 
其 中 , Ni = -1, Xz = 0, Xs = 1 是 系统 (16.0.5) 的 三 个 特征 值 , 而 
M= —V1-ch'(v), de = v1- ch'(v) 


是 平衡 系统 (16.2.3) 的 两 个 特征 值 . 
我 们 现在 通过 Chapman-Enskog 型 渐 近 展开 式 说 明 (16.0.6) 是 确保 柯 西 问题 
(16.0.5)-(16.0.2) 的 松弛 逼近 解 稳定 的 必 不 可 少 的 条 件 . 令 


8” =h(v7) +79(v7,u7, VI, uz, +) + O(7?), 
则 由 系统 (16.0.5) 得 
好 一 好 =0， 
uj — (v7 —ch(v"))z = —T92 + O(r?), (16.2.4) 
h(v")e + O(r) = -9 + O(7). 


从 (16.2.4) 中 的 第 三 个 方程 解 出 g, 并 把 之 代入 第 二 个 方程 , 注意 到 v7 = ul, 有 


| vf — u7 =0, 
uz — (v™ —ch(v"))z = 7(h'(v7)uz)2 + O(7?), 
这 是 稳定 的 双 曲 抛物 混合 型 系统 即 所 谓 的 Navier-Stokes 方程 , 如 果 h’(v) > di > 0. 
对 固定 的 7 > 0, 定理 16.2.1 中 整体 光滑 解 (ur,ur,sr) 的 存在 性 是 显然 的 , 因 
为 唯一 的 非 线 性 函数 h(v) 满足 增长 性 条 件 (16.0.6). 
接 下 来 分 几 步 证 明定 理 16.2.1 中 的 紧 性 (16.2.2) 为 了 方便 , 略 去 上 标 7. 
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引 理 16.2.1 it h(v) 满足 条 件 (16.0.6), 则 
[e +u? +s) a+ | [e-a (v))?dadt 
<C Í [v8 (x) + ud (x) + si(z)]dz (16.2.5) 
R 
HEAS T, 七 无 关 的 正常 数 C 成 立 . 
证 明 设 h-! 为 h ARM, WW (h7) = 1/h € [1/d2,1/di], 因而 
h~} (s) — v = (h™})' (a) (s — A(v)) 
对 某 个 介 于 s 与 h(v) 之 间 的 a 成 立 . 
分 别 用 (v — cs), u 以 及 c(h-1(s) — v) RRA (16.0.5) 中 的 第 一 、 二 、 三 个 方 
程 , 然后 相 加 得 
人 +u? —2cvs + z f bade) — 2((v — cs)u)z 
2 VO, — h(v))? = (16.2.6) 
由 于 
2e h`} (s)ds > cs? min{1/h’} > cs2/d2 > c*s?, 
所 以 在 R x (0, ¢] 上 对 (16.2.6) 积分 即 可 获得 引 理 16.2.1 的 证 明 . 口 
利用 系统 (16.0.5) 中 的 第 二 、 三 个 方程 , 有 
uy — (v — ch(v))z = —c(s — h(v))z 
= C8zt = (Vz — Ut)t 一 T(uzz — Utt), (16.2.7) 
从 而 得 到 下 述 方程 组 : 
{ Ve — Uz = 0, 
(16.2.8) 
ut — g(v)z = T (Uzz — Ut), 


其 中 , g(v) = v 一 ch(v). 


5132 16.2.2 设 初 值 满足 式 (16.2.1), 则 柯 西 问题 (16.0.5)-(16.0.2) 04 AF (v, u, s) 


满足 ， 
rf [2+ + dara < M. 
o JR 
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证 明 ”分 别 用 g(v) 5 u RABA (16.2.8) 中 的 第 一 、 二 个 方程 , 然后 相 加 得 


Gg g(v)dv + 5), — (ug(v))2 =T (5 一 ru2 一 了 (5, 十 To， 


或 者 等 价 地 
(fF g(v)dv + 7 + ru) — (ug(v))2 + 7(u2 — u?) = r(wuz)e- (16.2.9) 
0 t 


所 以 问题 的 主要 困难 在 于 u2- 好 不 是 恒 正 的 . 为 了 弥补 这 个 缺陷 , 我 们 首先 用 u 
乘 方程 组 (16.2.8) 中 第 二 个 方程 得 


ug — g (vvave = (utuz)z= 一 了 (254), 
因而 
7? (uz + uz), + 2r[u? — g (ve) = 27?(urue)e- (16.2.10) 
然后 用 wz RIRA (16.2.8) 中 第 二 个 方程 得 
gf(o)v = va (ut Tu), 一 Toruzz 
= (v(u + Tu), )s — (ut Tu) — Teter 
= (v(u+ru)),, — (ve(u+ Tut), 一 TUztuzz 
+u:(u+ rut), — (v(ut+rut)e), 
=—(u(ut+ru)), + (ve(u+ ru), 
v2 


tuz(u+Tut)e—T (3) j (16.2.11) 
t 


这 里 对 最 后 一 项 rvzuzz 使 用 了 等 式 wz = ve. 
从 等 式 (16.2.11) 推出 
T (3 = $) = T(va(u + Tu))e + rig' (v)u — uz) 
=—7(u(ut Tu), (16.2.12) 


把 (16.2.9), (16.2.10) 与 (16.2.12) 三 式 相 加 得 
P (uua) = (Get ru =ru)? + 78 +08) + [” aor) 
0 t 
—(ug(v))2 + Tlu? — 2g'(v)vzut + g'(v)v2]. 
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由 条 件 (16.0.6) 知 g'(v) = 1 — ch'(v) € [1 — ede, 1 — cd], 因而 
u? — 2g'(v)veur + 9'(v)v2 > cy (u? + v2) (16.2.13) 


对 某 个 足够 小 的 正常 数 ci 成 立 . 
Æ R x (0, ¢] 上 对 (6.2.12) 积分 , 并 利用 (16.2.13) 式 , 有 


rf [o +u2)dadt < M, ? fe +u2)dz < M. (16.2.14) 
所 以 在 及 x [0,t] 上 对 (16.2.9) 积分 , 并 利用 估计 (16.2.5) 45 (16.2.14) 可 推出 


t 
rf /Barat < m. 
0 JR 


重 写 (16.0.5) 中 的 第 三 个 方程 , 然后 对 z 求 导 即 得 


T(st)zsz + [sz — h'(v)vz]sz = 0. (16.2.15) 
# R x (0,¢] 上 对 (16.2.15) 积分 并 利用 (16.2.14) 中 关于 v2 的 估计 就 可 得 到 
t t 
2 2 
T f s2dz < M, rf J stazat <M, (16.2.16) 
从 而 获得 引 理 16.2.2 的 证 明 . o 


定理 16.2.1 的 证 明 H (nlo, u), a(o, u)) 是 平衡 系统 (16.2.3) 的 任 一 Shearer 
AUG HIE. 用 (no, mu) 乘 以 方程 组 (16.2.8), 注意 到 (16.2.7) 中 第 一 个 等 式 , 有 
n(v, ue 十 g(waz= eme(h(v) — s) 
= ¢(mo(h(v) — s)), — c(hovvz + Nouttz)(h(v) — 8) 
=h+h. 
显然 , 由 引 理 16.2.1 知 
Ty = e(n(h(v) — s)), = crim t2) 
在 WRè?(R x R+) 中 紧 ; 而 由 引 理 16.2.2 知 


Tq = —c(novvs + Woutis)(h(v) — s) = —c7? (Neve + Tutz) + a - 


在 Li. (R x Rt) PAF, 从 而 对 某 个 常数 a € (1,2) 在 Woet (R x Rt) 中 紧 . 所 以 
n(v7,uT)e+q(v7,u")2 在 Wio2?(Rx R*) 中 紧 . 因此 , 根据 第 12 章 中 介绍 的 Shearer 
的 紧 性 框架 即 得 

(v7,u7) (vu) (7 + 0) 


因而 由 估计 (16.2.5), 我 们 有 s7 = s (7 一 0). 这 就 完成 了 定理 16.2.1 的 证 明 . O 
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16.3 2n x 2n 色谱 学 双 曲 系统 


考虑 2n x 2n 非 线性 双 曲 系统 
Uit + Uiz 十 Awu =0, 
(16.3.1) 
Vit + wanu =0 
T 
带 初 值 
(ui(z, 0), vi(z, 0)) = (uio(x), vio(z)) (16.3.2) 


的 柯 西 问题 , 其 中 i = 1,2,… ,n, 7 > 0. 系统 (16.3.1) 源 于 色谱 学 , ui 与 w 分 别 表 
示 固 态 溶质 与 液态 溶质 的 物质 的 量 浓度 . 当 + = 0 时 , 平衡 关系 v = F(u) 通常 称 
为 等 温 吸 附 线 . 一 般 说 来 , 它 是 ui 的 一 个 复杂 的 非 线 性 函数 , 已 把 不 同 溶质 间 的 相 
互 影响 考虑 在 内 . 我 们 的 兴趣 限于 研究 特殊 的 平衡 关系 , 即 


vi =uġ(r), r= Sa 
ia 
的 情形 下 柯 西 问题 (16.3.1)-(16.3.2) 的 松弛 解 (uz, v7) 的 存在 性 及 其 收敛 性 , 表明 
它们 在 r 一 0 时 趋 于 平衡 态 (ui, vi), 其 中 vi = uig(r), ui 满足 对 称 双 曲 系统 : 
(uj +uip(r))t + uiz =0, 1=1,2,---,n. (16.3.3) 
4 n= 1 时 , AIAR (u,v) 的 存在 性 以 及 它 与 标量 方程 
(u+ F(u) + uz =0 


的 唯一 弱 解 (u,v) 的 误差 估计 已 在 文献 [100, 101] 中 得 到 很 好 的 研究 ; 但 对 于 n > 2 
的 情形 结果 较 少 . 

下 面 给 出 本 节 的 主要 结果 : 

定理 16.3.1 it d(r) € Ci(R+), (7r) > 0, E d(r) 一 co (r > 00). 如 果 初 值 
(uio(z), vio(x)) AI, 且 存 在 正常 数 d 使 得 


由 (= z9) <d, Eohi) < do(a) 
i=1 i=1 


那么 对 任意 给 定 的 T > 0, 柯 西 问题 (16.3.1)-(16.3.2) A R x [0,T] (VT > 0) 上 存在 
唯一 的 整体 古典 解 (uf,vT), 并 且 有 一 致 界 估计 
lurl+ lvf| <M, (16.3.4) 


KP, M 为 仅 依赖 于 初 值 的 正常 数 . 


16.3 2n x 2n 色谱 学 双 曲 系统 


证 明令 。- S702, 则 分 别 用 2u 和 20, RRA (16.3.1) 中 的 第 一 、 二 个 方 


i=l 
程 得 
2rd(r > Quint 
T+ Tz + ———————__ =), 
T 
n 
2s 一 > 2uivid(r) 


s: + — = = 0. 
T 


从 (16.3.5) 可 推出 


CR 
a+ SPE) Xo, 


| retre + 0-A -s/d = s/d <o, 


因为 根据 基本 不 等 式 有 


> 2uivi < dr + s/d, È 2uivid(r) < s +rọ?°(r). 


i=1 


设 (i, 引 满足 


r(2¢(r) —d)-—s/d=0, s—r¢*(r) = 


(16.3.5) 


WAR oF) = d, F = (d), 5 = o(d). WEM 16.3.1 中 关于 初 值 的 假设 ， 
r=7, s 二 53 是 系统 (16.3.5) 的 一 个 上 解 . 于 是 7+ <i, s < 5, 这 蕴涵 着 (16.3.4). s 


后 利用 文献 [2, 99) 中 解 的 局 部 存在 性 定理 即 可 完成 本 定理 的 证 明 . 


定理 16.3.2 ” 设 初 值 (wio(7),vio(z)) 具有 紧 支 集 或 当 |z| 一 oo TA 


的 速度 充分 快 ， 如 果 n = 2 且 存 在 正常 数 c 使 得 G(r) > 


c, 那么 存在 柯 西 问题 


(16.3.1)-(16.3.2) 松弛 解 的 子 列 {(uf,zz)} TPA ALI FAT RB AK (ui, vi), 其 中 


vi = uiġ(r), ui 是 平衡 系统 (16.3.3) 4 54 A. 


证 明 ”本 定理 的 证 明 主 要 基于 松弛 逼近 解 (wf,vz) 的 下 述 估计 : 


Tu zxRxlozy) <M, 


tliužllziRxto,r) <M, 


lluiġ(r) — vill z1¢ex(0,71) STM, 


Tlf lla ~exjo,ry) < M- 


AK (16.3.1) 中 的 两 个 方程 相 加 , 然后 利用 第 一 个 方程 得 


(ui 二 aaig(r))e 二 az 十 TOuit 十 tiz)i=0. 


(16.3.6 
(16.3.7 
(16.3.8 
(16.3.9 


(16.3.10) 
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分 别 用 Qu; 和 2ruit 乘 方程 (16.3.10), 有 


(r + 2r¢(r) 一 Je anar), 十 rz 十 T(rt 十 rz)t 一 27 ys + uiz)uit = 0, 


=1 


27 Sue 十 Wiz)uit + rE utua 7)) +7? È ua)e + (uz,)2) = 0. 


i=1 


于 是 把 方程 (16.3.11) 4 (16.3.12) 相 加 得 


(- 十 Trt 十 T 257 4) + (2ra) = [omar) 4 


i=1 


+ (- ttre +T? È 4) +2r > uie(uid(r))e = 
i=1 


i21 m 
注意 到 a x 
r+T +T? Du = Da +2ruiuit + 77u2,) > 0, 
i=l i=1 
2r9(7) 一 f o(r)dr > 0 
0 
以 及 


DY uie(wid(r))e = $ uh or) +20'(r (È uua) > c) u 
i=1 i=l i=l 


所 以 在 R x [0,7] 上 对 (16.3.13) 积分 即 得 估计 (16.3.6). 
为 了 证 得 估计 (16.3.7), 用 Tuis 乘 方程 (16.3.10) 得 


rod + Sii + uid(r))e +7? Eewo) Je 


i=1 i=1 


-ŻE ua)» — (u})z) ) = 0. 


i=1 
式 (16.3.14) 两 端 在 R x [0,7] 上 积分 , 并 利用 估计 (16.3.6), 有 
E rSh u, + vat) a+ Je juhaa < <M. 


于 是 从 方程 (16.3.12) 推出 
oo T? n T T po n 
J Foe cm +5 f f J u? drdt < M. 
-œ 2 i=1 4Jo Joo i 


(16.3.11) 


(16.3.12) 


(16.3.13) 


(16.3.14) 


(16.3.15) 


(16.3.16) 


评 注 . 201 . 


把 (16.3.15) 5 (16.3.16) 两 式 相 加 即 得 
00 2 T poo n 
fa 了 Liu + uiz)?dz + if J Dovbdadt < M2. 


这 蕴涵 着 估计 (16.3.7). 
由 式 (16.3.6), (16.3.7) 以 及 系统 (16.3.1) 中 第 一 个 方程 可 推出 估计 (16.3.8), 再 
由 系统 (16.3.1) 中 第 二 个 方程 即 可 得 到 估计 (16.3.9). 
根据 估计 (16.3.6)~(16.3.9) 及 文献 [12, 82] 中 给 出 的 标准 方法 不 难 验 证 : 
(wT use t+ glui, u3)z 在 Hise (R x R+) 中 紧 ， 
其 中 (n,q) 是 文献 [31] 中 构造 的 系统 (16.3.3) 的 任 一 炉 - HA. 
最 后 , 应 用 文献 [98] 中 的 收敛 框架 可 得 


(uj,uz) + (wi,u2) (7 + 0). 
再 由 不 等 式 (16.3.8) 得 到 平衡 关系 vi = wip(7) (i = 1,2). 证 毕 . 口 
评 注 
关于 一 般 3 x 3 双 曲 系统 (16.0.1) 的 松弛 极限 的 定理 16.1.1 选 自 文献 [102]. 
在 这 之 前 , 形 如 (16.0.1) 的 两 个 特殊 系统 由 Lu-Klingenberg 在 文献 [103] 中 进行 了 


研究 . 
Liu 和 Wud 最 先 研究 了 系统 


Ve — Uz = 0, 
ut — sz = 0, 
(s—cv)e + sh) =0 
的 光滑 松弛 逼近 解 的 松弛 极限 ,该 系统 与 系统 (16.0.5) 等 价 . 后 来 , Tzavarasl98l 借 
鉴 Shearer 的 基本 框架 与 文献 [103] 中 的 一 些 思想 而 成 功 地 得 到 了 Lr 解 的 奇异 
极限 . 

关于 In x In 色谱 学 双 曲 系统 的 两 个 结果 即 定理 16.3.1 与 定理 16.3.2 选 自 文 
献 [104]. 
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